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1 Einleitung

Die freien Gruppen tauchten das erste Mal im 19. Jahrhundert im Zuge der Un-
tersuchung hyperbolischer Geometrie als Beispiel fiir Fuchssche Gruppen auf,
Gruppen die aus orientierungserhaltenden Isometrien der oberen komplexen
Halbebene bestehen. Die algebraische Untersuchung von freien Gruppen wurde
zu Beginn der 1920er Jahre von Jakob Nielsen (1890-1959) eingeleitet, welcher
ihnen auch ihren Namen gab und viele ihrer grundlegenden Eigenschaften be-
wies. Der Satz von Nielsen-Schreier, nach ihm und Otto Schreier (1901-1929)
benannt, welcher besagt, dass Untergruppen von freien Gruppen wieder frei
sind, wurde zuerst von Nielsen im Jahr 1921 in eingeschrinkter Form aufge-
stellt: Er forderte zusétzlich, dass die freie Gruppe endlich erzeugt sein muss.
Fiinf Jahre spdter bewies Schreier dann die allgemeine Variante des Satzes in
seiner Habilitationsschrift Die Untergruppen der freien Gruppe. Der Satz selbst
war das nicht-abelsche Gegenstiick zu einem &lteren Ergebnis von Richard Dede-
kind (1831-1916), welches besagte, dass jede Untergruppe einer freien abelschen
Gruppe wieder frei abelsch ist. Im Zuge dieser Arbeit werde ich die freien Grup-
pen, sowie das Konzept von Présentationen von Gruppen zuerst definieren und
diverse Beispiele geben und im Anschluss einige wichtige Eigenschaften bewei-
sen. Der zweite Teil der Arbeit widmet sich dem Satz von Nielsen-Schreier: Ich
werde dabei auf einen Beweis der algebraischen Topologie, welcher die Idee von
Gruppenwirkungen auf Biume ausnutzt, zuriickgreifen. Die Arbeit wird sich
hauptsichlich an den Aufbau und die Terminologie von Kapitel 27 und 28 in M.
A. Armstrongs Groups and Symmetry ([1]) halten. Dieser verwendete Beweis
ist jedoch bei weitem nicht der einzige fiir den Satz von Nielsen-Schreier. Ein
anderer topologischer Beweis, welcher 1936 von Reinhold Baer (1902-1979) und
Friedrich Levi (1888-1966) in [2] verdffentlicht wurde, nutzt aus, dass eine freie
Gruppe G auf einer Menge von Erzeugern die Fundamentalgruppe einer Rose
(ein topologischer Graph mit einem einzigen Knoten und einer Kante fiir jeden
Erzeuger) ist. Jede Untergruppe H der Fundamentalgruppe ist selbst eine Fun-
damentalgruppe einer Uberlagerung der Rose, ein sogenannter Schreier Graph,
welcher genau einen Knoten fiir jede Nebenklasse der Untergruppe hat. Es gilt,
dass es in jedem topologischen Graphen mdglich ist, die Kanten zu einem Spann-
baum des Graphen zu reduzieren, was wieder eine Rose ergibt, welche dieselbe
Fundamentalgruppe H besitzt. H ist also selbst eine Fundamentalgruppe ei-
ner Rose und deshalb frei. Neben diesen topologischen Beweisen existieren auch
noch rein algebraische, welche jedoch grundsétzlich nicht die Eleganz der topo-
logischen haben. Eine Gemeinsamkeit, die all diese Beweise haben ist jedoch,
dass sie in der einen oder anderen Form das Auswahlaxiom verwenden. Deshalb
gilt, wie Lauchli in [3] zeigt, dass Modelle der Zermelo-Fraenkel Mengenlehre
existieren, in welcher sowohl das Auswahlaxiom, als auch der Satz von Nielsen-
Schreier falsch sind. In dieser Arbeit wird das Auswahlaxiom in der Form des
Lemmas von Zorn auftreten, und ich werde zu diesem Zeitpunkt noch einmal
einige der Probleme ansprechen, die mit der Benutzung verbunden sind.



2 Freie Gruppen und Prasentationen

Im ersten Teil dieser Arbeit werde ich die Begriffe der freien Gruppe und Prd-
sentation definieren, um im Anschluss dann auf einen Beweis vom Satz von
Nielsen-Schreier hinzuarbeiten. Zuerst soll aber die Motivation hinter einer Pra-
sentation einer Gruppe gezeigt werden: Es ist oft hilfreich, Gruppen durch eine
Erzeugermenge und eine Menge von Relationen beschreiben zu kénnen. Hierzu
ein Beispiel.

Beispiel 2.0.1:

Betrachte die Diedergruppe D,,. Sie wird bestimmt durch zwei Erzeuger
r und s, welche die Relationen

oder dquivalent

r=s=(rs)?’ =e

erfiillen. Mit diesen Relationen kénnen alle Elemente der Gruppe eindeutig
in der Form r’s’ mit i € {0,1,...,n — 1}, j € {0,1} und die Verkniip-
fungstabelle vollstindig bestimmt werden.

Um dies zu verallgemeinern soll nun die Idee einer freien Gruppe eingefiihrt
werden.

2.1 Freie Gruppen und Worter
Definition 2.1.1:
Sei G Gruppe, X C G.

1. X heifit freie Erzeugermenge von G <= Jedes g € G\ {e} kann
eindeutig ausgedriickt werden als Produkt

— e N2 Nk
g =1 Xy ...$k

von endlicher Lange, wobei z; € X,n; € Z\ {0} Vi € [k] und z; #
x;41 Vi € [k — 1]. Diese Erzeugermenge wird als frei bezeichnet, da
durch die Eindeutigkeit keine Relationen zwischen den Elementen
von X vorhanden sein kénnen.

2. G heilst freie Gruppe <= G hat eine freie Erzeugermenge.
Das erste Ziel wird nun sein, fiir eine gegebene nichtleere Menge X eine Gruppe

zu konstruieren, die X als freie Erzeugermenge hat. Hierzu beno6tigt man noch
weitere Definitionen.

Definition 2.1.2:

Sei X eine nichtleere Menge.



1. Ein endliches Produkt

mq ., ma
T tTy T

mg
s

mit z; € X, m; € ZVi € [s] heit Wort im Alphabet X.

2. Falls gilt, dass z; # ®;41 Vi € [s — 1] und m; # 0Vi € [s] bezeichnet
man dieses Wort als reduziert.

3. Reduziert man z9, so erhélt man ein Wort ohne Symbole. Man be-

zeichnet dies als das leere Wort.

Jedes Wort kann zu einem reduzierten Wort vereinfacht werden, indem man
Potenzen von zwei gleichen, benachbarten Elementen sammelt und Nullpoten-
zen weglésst. Diesen Prozess wiederholt man gegebenfalls mehrmals. Hierzu ein
Beispiel.

Beispiel 2.1.3:
Betrachte X = {x,y, 2} und das Wort

— 5 —5 — — —
w=z 3%y P 22 2 eyt

Dann
w = T 1y0x7zomozy z7!

r a2yl

-1

= 2%z

was nun reduziert ist. Man beachte, dass die Elemente von X nicht mit-
einander kommutieren. Es ist jedoch mdoglich den Reduktionsprozess auf
mehr als eine Art durchzufiihren, z.B.

w (z 3%y y 5x722)(z o wzy®et)
_ ($_1y0$722)( Ozy T 1)
(x*1x722)(z* zy?z 1)
(a°

2)(z e
_ x6z22_1y2x_1
= 252¢y%27 L.
Dies fiihrt zum ersten Satz.

Satz 2.1.4:
Jedes Wort w kann nur zu genau einem reduzierten Wort w vereinfacht

werden.

Bevor ich zum Beweis dieses Satzes komme, soll zuerst eine wichtige Folgerung
prasentiert werden.



Folgerung 2.1.5:

Die Menge der reduzierten Worter zusammen mit dem Produkt wiws
bilden eine Gruppe.

Beweis:

Zwei Worter wy und wo kann man multiplizieren, indem man sie hinterein-
ander schreibt. Jedoch kdnnte das letzte Symbol von w; und das erste von
wo identisch sein, weshalb man als Produkt wiws verwendet, womit die
Produktbildung offenbar auf den reduzierten Wortern abgeschlossen ist.
Dies ist assoziativ, da sowohl (wiwz)ws als auch w; (waws) unterschiedli-
che Reduktionen des Wortes wywows sind, was nach Satz 5 das eindeutig
zugehorige reduzierte Wort wiwsws hat. Das neutrale Element ist das
leere Wort. Das Inverse zu einem reduzierten Wort

ny .n2

N nz, ,—ni
T To Jik

. —ng -
stz .oy Xy

was offenbar auch reduziert ist. B

Diese Gruppe reduzierter Worter aus dem Alphabet X nennt man die von X
erzeugte freie Gruppe, man schreibt F(X). Kommen wir nun zum Beweis
des Satzes.

Beweis (Satz 2.1.4):

Fiir jedes x € X definieren wir eine Permutation ¢, der reduzierten Wor-
ter durch die Formel

Pz (w) = TW

wobel w ein reduziertes Wort ist. Tw ist wohldefiniert, da w reduziert ist.

Sei

— M1 me ms
u=x]" x5 ... 2,
ein beliebiges Wort, dann haben wir eine zugehorige zusammengesetzte
Permutation

Ou = (@a1)"™" (@)™ o ()™

Nun bilden die Permutationen der reduzierten Worter eine Gruppe unter
Komposition von Permutationen und deshalb gilt, dass wenn u, w Worter
sind, und w auf irgendeine Weise zu w reduziert werden kann, ¢, = ¢y,
gelten muss. Man nehme nun an, dass das Wort u auf zwei unterschiedliche
Weisen zu reduzierten Wortern w und v vereinfacht werden kann. Dann
gilt p, = P = @,. Aber ¢, schickt das leere Wort auf v, und ¢,, auf w,
also muss v = w gelten. B

Bemerkung 2.1.6:

1. Sei X = {z}, dann ist F(X) unendlich zyklisch, die einzigen redu-
zierten Worter sind die Potenzen z™, n > 1, sowie das leere Wort.



2. Sei | X| > 2. Dann ist F((X) eine nicht-abelsche Gruppe mit ord(w) =
ocoVw € F(X) \ {leeres Wort}.

3. Eine Bijektion ¢ : X — Y induziert einen Isomorphimus zwischen
F(X) und F(Y). Das reduzierte Wort

ny ,.n2 ng
T Ty ...Ik

aus F(X) wird abgebildet auf das reduzierte Wort

(o)™ p(@2)™ .. ()™

aus F(Y). Sei F,, “die” Gruppe, die frei von n Elementen erzeugt
wird.

Bevor ich zum n#chsten Satz komme, will ich noch einmal an ein Verfahren,
namlich das “abelsch machen” von Gruppen, erinnern.
Bemerkung 2.1.7:

Sei G Gruppe. [G,G] = {zyx~ty™ | z,y,2 'y~ € G}) bezeichnet die
Kommutatorgruppe von G.

Dann gilt
G/[G,G]
ist abelsch.

Beweis:

Betrachte fiir z,y, 271,y € G

2[G,G] - y[G, G - (2[G,G])7" - (y[G,G) !
= zyz 'y G, G|
= [G,G].1A

Satz 2.1.8:
Abelsch machen von F,, ergibt Z".

Beweis:

Sei {z1,...,2,} eine freie Erzeugermenge von F,. Nach Bemerkung 8
folgt, dass F,,/[Fy, F,] abelsch ist und erzeugt wird von den Nebenklas-
sen zg[Fn, Fr], 1 < k < n. Durch Sammeln der Potenzen jedes Erzeugers
kann nun jedes Element dieser Gruppen eindeutig geschrieben werden in
der Form

21t 25 oz [F, F.

Die Abbildung
1T n
zitzg? L zpt > (T, T2, e )

liefert nun den gesuchten Isomorphismus zwischen F), /[F,,, F),] und Z". W



Satz 2.1.9:
F,=2F, — m=n.

Beweis:

Fiir zwei Gruppen G, H gilt, dass ein Isomorphismus ¢ : G — H [G,G]
auf [H, H] schickt, da jeder Kommutator zyx~'y~! aus G abgebildet wird
auf einen Kommutator o(z)o(y)p(x) " to(y)~! aus H. Somit induziert
einen Isomorphismus G/[G, G| — H/[H, H].

= Z" 2 F,/[Fn, Fol 2 Fo/[Frns Frl 2 7™ = m=n. R

Bemerkung 2.1.10:
Seien m,n € N. Dann existiert ein surjektiver Homomorphismus ¢ : F;,, —

F,, genau dann, wenn m < n gilt.

Beweis:

” <: b2 .
Sei m < n. Dann kann direkt ein surjektiver Homomorphismus ¢ :
F,, — F,, angegeben werden. Man beginnt mit den Erzeugern

21 2

Zm—1 "7 Zm—1

2j = Zm, Vi>m

und bildet weiterhin das leere Wort in F,, auf das in F;, ab. Alle
weiteren Abbildungsvorschriften sind dann durch die Homomorphis-
museigenschaft p(g192) = ¢(91)p(g92) Va1, 92 € F,, gegeben.
” :> ” .

Betrachtet man die Kontraposition, ist dies eigentlich sofort ersicht-
lich: Sei m > n. Damit die Produkte erhalten werden, miissten Erzeu-
ger aufeinander abgebildet werden. Offenbar hat F;, aber echt weniger
Erzeuger als F),, es bleiben also Erzeuger {ibrig, was die Surjektivitét
verhindert.

Man kann freie Gruppen wie folgt charakterisieren.

Satz 2.1.11:
Sei G Gruppe und X C G. Dann gilt:

X ist eine freie Erzeugermenge von G <= VH Gruppe, f : X — H
Funktion 3l¢ : G — H Homomorphismus mit p(z) = f(x)Vz € X.



Beweis:

” ” .
= :

Angenommen X ist eine freie Erzeugermenge von G. Dann kann nach
Definition jedes Element aus G \ {e} eindeutig als reduziertes Wort
im Alphabet X geschrieben werden. Mit einer gegebenen Gruppe H
und einer Funktion f : X — H gibt es nur einen Weg, f zu einem
Homomorphismus von ganz G nach H fortzusetzen und zwar, indem
man jedes reduzierte Wort

mny ,.n2 Nk
1wy Ly

auf
[fla)]™ [f(@)]" . [f(ze)]™,
und die Identitadt in G auf die in H schickt.

» ” .
—

Wir nehmen nun an, dass fiir eine gegebene Gruppe H, zusammen
mit einer Funktion von X nach H, immer eine eindeutige Fortset-
zung dieser Funktion zu einem Homomorphismus von ganz G nach
H gefunden werden kann. Sei 7 : F(X) — G der Homomorphis-
mus, welcher jedes reduzierte Wort x1'x5? ... 2" aus F(X) auf das
korrespondierende Produkt von Elementen in G schickt. Wir werden
zeigen, dass m ein Isomorphismus ist. Dann gilt sicherlich, dass X eine
freie Erzeugermenge von G ist. Betrachte H = F(X). Die Inklusion
X — F(X) kann zu einem Homomorphimus ¢ : G — F(X) erweitert
werden. Offenbar gilt, dass ¢ = idp(x), da ¢ auf X die Identitét ist.
Auferdem sind sowohl 7¢ : G — G, als auch idg : G — G Homomor-
phismen, welche die Inklusion X < G auf ganz G fortsetzen. Nach
Voraussetzung gibt es aber genau eine solche Fortsetzung, also muss
m = idg gelten. Dies bedeutet, dass 7 ein Isomorphismus ist. B

2.2 Prisentationen von Gruppen

Nun, da die Definition der freien Gruppen gegeben ist, kann diese verwendet
werden, um beliebige Gruppen durch zwei Mengen zu repriisentieren.

Bemerkung 2.2.1:

Sei G Gruppe, X Erzeugermenge von G. Sei 7 : F(X) — G wieder der
natiirliche Homomorphismus, welcher jedes reduzierte Wort

ny . .n2 Nk
xytwy? .y

auf sein korrespondierendes Produkt von Gruppenelementen aus G schickt.
Sei Kerm = N. Dann gilt:

o 71 ist surjektiv, da X Erzeugermenge von G ist.



e F(X)/N = G, nach dem ersten Isomorphiesatz.

Dies bedeutet: Jede Gruppe ist Faktorgruppe einer freien Gruppe.

Sei R C F(X) eine Sammlung von reduzierten Wértern im Alphabet X,
die zusammen mit ihren Konjugierten N erzeugen. N ist also der kleinste
Normalteiler von F(X), der R enthélt. Damit ist nun genau bestimmt,
welche Elemente aus F(X) durch 7 auf die Identitét abgebildet werden
oder dquivalent, welche Produkte von Elementen aus G die Identitédt in G
sind. R heifit eine Menge von definierenden Relationen fir G.

Beispiel 2.2.2:

Betrachte erneut G = D,, und X = {r,s}. Dann gilt, dass die Worter
r™, 52, (rs)? eine Menge von definierenden Relationen fiir G bilden. Sei
M der kleinste Normalteiler von F(X), welcher diese drei Worter enthélt
und nehme wieder N fiir den Kern des Homomorphismus = : F(X) — D,,.
Wir miissen nun zeigen, dass M = N. Sicherlich gilt, dass r", s? und (rs)?
alle durch 7 auf die Identitdt geschickt werden, also gilt M C N und
nach dem dritten Isomorphiesatz folgt, dass wir einen surjektiven Homo-
morphismus F(X)/M — F(X)/N mit Kern N/M haben. Insbesondere
gilt |F(X)/M| > 2n. Nun erzeugen die Nebenklassen rM, sM gerade die

Faktorgruppe F(X)/M und sie erfiillen
(rM)" = M, (sM)? = M, (rsM)* = M
oder dquivalent
(rM)" = M, (sM)? = M, srM = r""1sM,

da r", s? und (rs)? alle in M enthalten sind. Mit diesen Gleichungen ist
es nun leicht zu zeigen, dass die Nebenklassen

M,rM,....r" M, sM,rsM,...r" ‘sM

eine Untergruppe von F(X)/M bilden. Diese Untergruppe enthélt r M und
sM, also muss es die ganze Gruppe F(X)/M sein. Daraus folgt wiederum,
dass |F(X)/M| < 2n. Also muss |F(X)/M| = 2n und damit M = N
gelten.

Definition 2.2.3:

1. Sei X eine nichtleere Menge, R eine Sammlung von Wortern im Al-
phabet X. Die durch die Erzeugermenge X und die definierenden
Relationen R bestimmte Gruppe wird definiert als Faktorgruppe
F(X)/N, wobei N der kleinste Normalteiler von F'(X) mit R C N
ist.

2. Sei G eine Gruppe mit G = F(X)/N. Dann wird das Paar X, R Prd-
sentation von G genannt. Insbesondere sagt man: Wenn X endlich

10



Beispiel

mit X = {x1,...,25} und R endlich mit R = {wy,...,w;}, dann ist
G endlich prdsentiert und schreibt:

G={x1,...,2s | w1,...,w }.
2.2.4:

Z={x|-}.

1
2. Zp={x|x"}.
3.
4

. Fiir jede natiirliche Zahl m > 2 bestimmt die Préisentation

Dy = {z,y | z™, 92 (zy)?}.

2

{z,y | 2®™ 2™y 2 ayzy '}

eine Gruppe der Ordnung 4m, genannt dizyklische Gruppe.
Zx7={xy|ayx "ty 1}:

Sei X = {z,y}, R = {zyz~ly~'} und N der kleinste Normalteiler
von F(X), welcher R enthilt. Exakt wie im Beweis zu Bemerkung
2.1.7 kann man hier zeigen, dass F(X)/N abelsch ist. Das bedeu-
tet also, dass man analog zum Beweis von Satz 2.1.8 die einzelnen
Potenzen von x und y sammelt, so dass alle Elemente aufser dem lee-
ren Wort (Nullpotenzen sind nicht reduziert) von F(X)/N eine der
Formen

T r,s € Z\ {0}
"N reZz\ {0}
y°N seZ\ {0}

hat. Nun kann einfach direkt ein Isomorphismus von F'(X)/N nach
Z x Z angegeben werden, indem
2"y’N +—  (r,s)
2Z’N —  (r,0)
y’N — (0,s)

sowie das leere Wort auf (0,0) abgebildet wird.
Die Préasentation
{z1,. . 2n | xixszlx;17l <i<j<n}

bestimmt eine freie abelsche Gruppe von Rang n. Man beachte hier-
bei, dass frei abelsch nicht bedeutet, dass die Gruppe frei ist. Dies
ist jedoch eigentlich klar: Freie Gruppen haben aus Prinzip keine
definierenden Relationen.

11



7. Fo X Fy ={x1, 22,73, 24 | xixjx;lmjl,i e {1,2},j€{3,4}}:
Wie immer seien die Erzeuger in einer Menge X, die definierenden
Relationen in R und N sei der kleinste Normalteiler von F'(X), wel-
cher R enthélt.Fy hat 2 Erzeuger, 4 Erzeuger fiir das kartesische
Produkt zu wéhlen liegt also nahe. Durch die vier Relationen wird
erreicht, dass

Vie {1,2}Vj € {3,4} Vr,s € Z\ {0} : zjzjN = zjai N

gilt. Nun kann man also in einem Element aus F(X)/N die Potenzen
von x3,x4 SO lange nach rechts, sowie die Potenzen von z1, x5 nach
links schieben, bis dieses letztlich in zwei Hélften geteilt ist. Die linke
besteht nur aus Potenzen von z; und x2, die rechte aus Potenzen von
x3 und z4. Einen Isomorphismus von F(X)/N nach Fy x F5 erhélt
man nun einfach, indem man die linke Seite auf die erste Komponen-
te des 2-Tupels abbildet und die rechte Seite auf die zweite.
Hiermit hat man ein interessantes Ergebnis erhalten: Auch wenn zwei
Gruppen selbst frei sind gilt dies im Allgemeinen nicht fiir ihr karte-
sisches Produkt.

Bemerkung 2.2.5:

Dieselbe Gruppe kann unterschiedliche Prisentationen haben, z.B.

Z={x|-}={zy|y}
Zs={x | 25} = {z,y | 23, y% xyz~ty~'}.

Die zweite Prasentation fiir Zg beschreibt die Gruppe in der Form Zg X Z.

Bevor ich zum zweiten groflen Teil der Arbeit komme, in welchem ich auf einen
graphentheoretischen Beweis vom Satz von Nielsen-Schreier hinarbeiten werde,
mochte ich hier gerne einen Exkurs machen und das freie Produkt definieren
und einige Eigenschaften angeben.

2.3 Das freie Produkt
Definition 2.3.1:

Seien G, H Gruppen. Dann kénnen Worter xizs ...z, gebildet werden,
wobei jedes z; aus der disjunkten Vereinigung G'U H stammt. Wir nennen
diesmal ein Wort reduziert, wenn fiir ein beliebiges i € [n — 1] gilt, dass
x; und ;41 nie zur selben Gruppe gehéren und, dass fiir ein i € [n] a;
niemals die Identitét in G oder H ist.

Satz/Definition 2.3.2:

Man habe G, H wie in Definition 18 gegeben. Bezeichne G x H die Menge,
welche alle reduzierten Worter x1zs . ..z, aus GLI H, sowie das leere Wort,

12



enthélt. Multipliziere Elemente durch Nacheinanderstellen und anschlie-
fendes Reduzieren, falls notwendig. Reduzieren bedeutet hierbei, dass x;
entfernt wird, falls es fiir ein i € [n] die Identitdt in G oder H ist oder
dass, falls x;x;41 fiir ein ¢ € [n — 1] aus derselben Gruppe stammen, das
Paar z;x,41 durch das zugehorige Produkt in der jeweiligen Gruppe er-
setzt wird. Dann ist G x H eine Gruppe, man nennt sie das freie Produkt
von G und H.

Beweis:

Satz

Das Produkt zweier Worter wy, ws € GxH , geschrieben wyws, ist auf GxH
abgeschlossen, das letzte Symbol in w; und das erste in ws kann zwar aus
derselben Gruppe stammen, durch Ersetzen des Symbolpaares durch das
zugehorige Produkt (und Entfernen, falls es sich dabei um die Identitét
handelt) wird jedoch garantiert, dass am Ende immer ein reduziertes Wort
erhalten wird. Das neutrale Element ist das leere Wort und das Inverse zu
einem Wort

T1To ... T, 1St z;l .. .xglzl_l.

Die Assoziativitdt geht wieder darauf zuriick, dass jedes Wort w genau
ein zugehoriges reduziertes Wort w hat. Der Beweis hierzu ist praktisch
identisch zu dem von Satz 2.1.4: Man definiert fiir jedes * € G U H eine
Permutation ¢, der reduzierten Worter durch

(W) =7TwW  weGx*H.
Dann ergibt sich fiir ein beliebiges Wort
U=2T1Tg...Tg
die zugehorige zusammengesetzte Permutation

Pu = Pz Pay - - - P,

Wieder ist zu beachten, dass die Permutationen der reduzierten Worter
eine Gruppe unter Komposition bilden und deshalb fiir Woérter u und
w, fir welche gilt, dass u auf irgendeine Weise zu w reduziert werden
kann, ¢, = ¢, gelten muss. Wenn man nun wieder annimmt, dass v auf
zwei unterschiedliche Arten zu v und w reduziert werden kann, gilt damit
Yy = Py = Pyu. Anwendung von ¢,, aufs leere Wort liefert jedoch w, und
py auf v, also muss v = w gelten.

Nun sieht man sofort, dass (wiwz)ws = wi (Wzw3), da beides Reduktionen
vom Wort wiwsws sind, dieses hat aber das eindeutig bestimmte zugehdo-
rige reduzierte Wort wywsws. B

2.3.3:

Sei P eine Gruppe, H C P,G C P. Dann existiert ein Isomorphismus
¢ : P — GxH mit g|¢ = idg und ¢y = idy genau dann, wenn fiir
eine beliebige Gruppe K und einen Homomorphismus von je G und H
nach K eine eindeutige Fortsetzung dieser Homomorphismen zu einem
Homomorphismus von ganz P nach K existiert.
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Beweis:

”» s .

Gegeben sei ein Isomorphismus ¢ : P — G * H, fiir den ¢|¢ =
idg und @z = idy gilt. Da ©(gh) = p(g)¢(h) gilt und ¢ bijektiv
ist, ist also jedes Element aus P \ {e} eindeutig durch alternierende
Kombination von Elementen aus G und H, also anders gesagt durch
reduzierte Worter aus G * H, darstellbar. Fiir eine beliebige Gruppe
K und Homomorphismen ¢, : G — K und ¢, : H — K gibt es
daher nur eine Moglichkeit, einen Homomorphismus ¢ : P — K zu
konstruieren, und zwar indem jedes reduzierte Wort

T1T2...Tp
auf

1 z,€@G

bie) (@1)iez) (@2) - Vi) (20) mit i(k) = {2 xp € H

und die Identitit in P auf die in K abgebildet wird.

” ” .
—

Man nehme nun an, dass fiir eine beliebige Gruppe K und Homo-
morphismen von G nach K und von H nach K immer eine eindeuti-
ge Fortsetzung dieser Homomorphismen zu einem Homomorphismus
von ganz P nach K existiert. Sei 7 : G * H — P der natiirliche
Homomorphismus, welcher reduzierte Wort aus G * H auf das zuge-
horige Produkt aus Elementen von G und H in P abbildet. Es gilt
mq = idg und 7 g = idy, zeigt man also, dass 7 ein Isomorphismus
ist, so ist die Umkehrabbildung der gesuchte Isomorphismus von P
nach G x H. Die Inklusionen G — G« H und H — G % H konnen zu
einem Homomorphismus ¢ : P — G *x H fortgesetzt werden. Offenbar
gilt o = idg.m, da p auf G und H die Identitat ist. Auferdem sind
sowohl 7y, als auch i{dp Homomorphismen, welche die Inklusionen
G — P und H — P auf ganz P fortsetzen. Nach Voraussetzung
ist diese Fortsetzung jedoch eindeutig, also muss mp = idp gelten.
Damit ist ¢ : P — G x H der gesuchte Isomorphismus. B

Nach diesem Exkurs werde ich nun zum zweiten grofien Teil der Arbeit kommen.

3 Baume und der Satz von Nielsen-Schreier

Im Folgenden werde ich den Satz von Nielsen-Schreier zuerst angeben, um diesen
dann mithilfe graphentheoretischer Mittel zu beweisen. Man beachte, dass fiir
reduzierte Worter nun wieder Definition 2.1.2(2) gilt und nicht die im Exkurs
zum freien Produkt gegebene. Die verwendeten Grafiken sind dabei denen in [1,
Kapitel 28] nachempfunden.
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Satz 3.0.1 (Nielsen-Schreier):
Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist wieder frei.

Um den Satz von Nielsen-Schreier zu beweisen, miissen zuerst wichtige graphen-
theoretische Definitionen gegeben werden.

3.1 Graphentheoretische Grundlagen
Definition 3.1.1:

Ein Graph T besteht aus zwei Mengen A (gerichtete Kanten) und V
(Knoten), zusammen mit zwei Funktionen

A— A, a— a
A=V XV, a— (i(a),t(a))

welche die Bedingungen & = a, @ # « und i(a@) = t(«) fir jedes « €
A erfiillen. Die Knoten i(«a),t(e) sind die Anfangs- und Endknoten
der gerichteten Kante a, und & bezeichnet die Umkehrung von a. Im
Weiteren werde ich gerichtete Kanten lediglich als Kanten bezeichnen.

Diese Definition wirkt abstrakt, jedoch kann man sich schnell anhand Grafik
15.1(a) klarmachen, was gemeint ist. Praktisch reicht auch die vereinfachte Dar-
stellung in Grafik 15.1(b), jedoch muss hier beachtet werden, dass jede Kante
nun ein Paar von zwei gerichteten Kanten darstellt.

i(a) =u

t(a) =v

=I

i(B) =t(p) =v

P G T

(a) e N

(b)

Grafik 15.1
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Definition 3.1.2:

1. Ein Weg in einem Graphen I' zwischen zwei Kanten u und v ist
eine angeordnete Aneinanderreihung von Kanten ajas . . . au,, so dass
i(a1) =u, i(agy1) = t(ag) fiir 1 <k <n-—1, und t(ay,) = v.

2. Der Spezialfall aa bei dem auf eine Kante direkt ihre Umkehrung
folgt wird ein Rundtrip genannt.

3. Ein Graph ist ein Baum falls zwei beliebige Knoten durch einen Weg
verbunden werden kdnnen, und falls jeder Weg der einen Knoten mit
sich selbst verbindet einen Rundtrip enthalten muss (siehe Grafik
15.1).

Bemerkung/Definition 3.1.3:

Sei I' ein Baum und u, v zwei unterschiedliche Knoten von I'. Dann exis-
tiert genau ein Weg, welcher v und v verbindet und keine Rundtrips ent-
hilt. Dieser Weg ist die Geoddte ul von u nach v. Jeder andere Weg
zwischen v und v kann durch sukzessives Hinzufligen von Rundtrips zu
der Geodite erhalten werden.

Baum

0: Kein Baum j//é

Grafik 16.1

Beweis:

Man geht schrittweise vor: Zuerst werde ich zeigen, dass genau ein Weg
zwischen zwei verschiedenen, jedoch sonst beliebigen Knoten u und v in I'
existiert, welcher keine Rundtrips enthéalt, namlich die Geodéte. Im An-
schluss werde ich dann beweisen, dass man jeden weiteren méglichen Weg
durch hinzufiigen von Rundtrips zur Geodéate konstruieren kann.

I Existenz eines Wegs ohne Rundtrips:

Nach Definition eines Baums existiert ein Weg, welcher v mit v ver-
bindet. Bezeichne diesen mit P und stelle ihn in Form von Aneinan-
derreihungen der Kanten wie folgt dar:

P=ajas...qy,,

16



mit i(@;) = w und ¢(o,) = v. Gehe P nun entlang, bis man auf
eine Umkehrung einer bereits verwendeten Kante trifft, gelte z.B.
ai4+k = @;. Das bedeutet

t(ai—1) = i(a;) = t(aiyr) = i(Qipk+1)-

Man kann also P kiirzen, indem man die Kanten «; bis a4, entfernt.
Somit gilt
P = (eSS N0 75 {6 75Ty T NN 6 79

P ist weiterhin ein Weg zwischen u und v und es wurde mindestens
ein Rundtrip entfernt. Dies kann nun so lange wiederholt werden, bis
kein Rundtrip mehr vorhanden ist.

IT Eindeutigkeit der Geodéte:

Seien P und @@ Wege von u nach v, die beide keine Rundtrips enthal-
ten. Man muss nun zeigen, dass P = @ gilt. Betrachte wieder beide
Wege als Aneinanderreihung von Kanten

P = o...0p
Q = Bi...0m

und untersuche nun den Weg

PQ:oq...ozn,Bm...Bl.

Der Weg PQ verbindet u mit sich selbst, nach Definition 3.1.2(3)
muss also mindestens ein Rundtrip darin vorhanden sein. Da sowohl
P, als auch @ beide keine Rundtrips enthalten, muss also 3; = «; fiir
ein i € [m],j € [n] gelten. Man kann aber direkt sehen, dass insbe-
sondere a; = 1 gelten muss: Falls der sicher vorhandene Rundtrip
nur in der Mitte des Weges auftauchen wiirde, konnte man ihn wie in
Teil I eliminieren. Der neu entstandene Weg wiirde dann aber weiter-
hin v mit sich selbst verbinden, nach Definition eines Baumes wiirde
also weiterhin ein Rundtrip existieren. Nun kann man «; und 3; aus
PQ entfernen und diese Argumentation weiterfiihren. Man sieht, dass
sich am Ende alle Kanten wegkiirzen, also P = @ gilt.

IIT Konstruktion beliebiger Wege aus der Geodéte:

Sei P ein beliebiger Weg, welcher v und v verbindet. In Schritt I
hat man gesehen, dass dieser Weg zu einem Weg ohne Rundtrips
vereinfacht werden kann und in Schritt II, dass es nur genau einen
Weg mit dieser Eigenschaft gibt. Jeder Weg zwischen zwei Knoten
u,v des Baumes I' enthélt also die Kanten der Geodéte ub. Wenn
man nun nacheinander Kanten hinzufiigt, muss es sich bei diesen um
Rundtrips handeln, da eine Vereinfachung sonst auf einen anderen
Weg ohne Rundtrips fithren wiirde, was II widerspricht. B
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Im Folgenden werden wir nun die Idee einer Gruppe, die auf einen Graphen
wirkt ausnutzen.

Definition 3.1.4:

Eine Wirkung von einer Gruppe G auf einen Graphen I ist eine Wirkung
von G auf A und auf V, so dass g(a) = g(a), g(i(a)) = i(g(e)) und
g(a) # a fir alle g € G und o € A. Anders gesagt, die Elemente von G
permutieren die Kanten und Knoten von I in einer mit der Struktur von
I' als Graph vereinbaren Weise, und kein Element von G kann eine Kante
umkehren. Die Gruppenelemente verhalten sich korrekt auf Endknoten,

da

9(t(a))

gli(a)) =i(g(a))
i(g(e)

fiir jede Kante . Man sagt, dass G auf I' fret weirkt, wenn der Stabilisator
jedes Knoten nur die triviale Untergruppe {e} von G ist.

~
Il
~
—~
)
—~
Q
~—
~

Bemerkung 3.1.5:

Wirke eine Gruppe G auf einem Baum I'. Wenn ein Element g € G die
Knoten v« und v fixiert, d.h. g(u) = u, g(v) = v, dann gilt direkt g(ud) =
ub.

Beweis:

Da w und v fixiert werden, ist g(ﬂ) weiterhin ein Weg, welcher diese beiden
Knoten verbindet. Alle Wege zwischen » und v sind nach Bemerkung 3.1.3
durch Hinzufligen von Kanten (genauer gesagt Rundtrips) zur Geodéite
konstruierbar. Weiterhin gilt, dass die Anzahl an Kanten in %0 und g(zﬁ)
offenbar auch gleich bleibt, g(ﬁ) kann also keine Rundtrips enthalten. Die
Geodiite ud ist jedoch der eindeutige rundtripfreie Weg zwischen « und v,
also gilt g(wt) = ut. W

Beispiel 3.1.6:

1. Man nehme einen Graphen dessen vereinfachtes Bild der Buchstabe
Y ist und lasse G eine zyklische Gruppe der Ordnung 3 sein, welche
durch Rotation wirkt. Formal bedeutet dies A = {a,, @, | r =1,2,3}
und V = {v,v1,v2,v3} mit @ = o, () = (&) = v, tlay) =
i(a,) = v,. Falls G von g erzeugt wird ist die Wirkung durch g(a,) =
ar41(mod 3) bestimmt. Der Stabilisator von v ist G, in diesem Fall
wirkt G also nicht frei.

2. A habe ein Paar von Kanten «., &.. fiir jede ganze Zahl r, identifiziere
V mit Z und setze &, = a, i(a,) = t(&r) = r + 1. Man kann sich
diesen Graphen als Zahlenstrahl vorstellen, wobei die ganzen Zahlen
die Knoten des Graphen markieren. Falls G unendlich zyklisch ist
und von einem Element ¢ erzeugt wird bestimmt g(c,.) = a4 eine
freie Wirkung von G auf I'.
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3. Wihle I wie im vorherigen Beispiel und sei G die unendliche Dieder-
gruppe mit Priisentation {g, h | h?, (gh)?}. Dann gibt g(a,.) = a,ya,
h(a;) = a_,—1 eine Wirkung von G auf I'. In diesem Beispiel wirkt
G nicht frei, da der Stabilisator jedes Knoten eine zyklische Gruppe
der Ordnung 2 ist. Explizit gesagt ist der Stabilisator eines Knoten
r von I' die Untergruppe {e, g"h}.

4. Mit einer gegebenen Gruppe G und einer Erzeugermenge X von G
kann man wie folgt den Cayleygraphen I'(G, X) konstruieren: Der
Einfachheit halber nehmen wir 22 # e, falls z € X. Sei A die Samm-
lung aller angeordneten Paare (g, z), wobei g aus G kommt und ent-
weder z oder 27! zu X gehort. Nehme weiterhin V' = G und definiere

(9,2) = (9272_1)7
i((9,2)) = g, t((g,2)) = gz.

Somit hat man also einen Knoten fiir jedes Element aus G und eine
Kante mit Anfangsknoten g; und Endknoten g, immer dann, wenn
entweder g1z = gy oder gix~! = gy fiir einen beliebigen Erzeuger z
aus X. Die Wirkung von G auf sich selbst durch linke Translation per-
mutiert die Knoten von I'(G, X) und wird durch ¢'((g, 2)) = (¢'g, 2)
auf die Kanten zu einer freien Wirkung von G auf I'(G, X)) fortge-
setzt. Im Fall, dass 22 = e fiir manche 2 € X werden zusitzliche
Kanten benétigt.

Zwei beliebige Knoten g, h dieses Graphens kénnen durch einen Weg
verbunden werden: Mit gegebenen g, h € G kann man g~ 'h als Pro-
dukt z1z5 ...z, von Symbolen darstellen, wobei jedes einzelne da-
bei entweder aus X stammt oder sein Inverses in X hat. Dann gilt
h = gz12o ...z, und die Aneinanderreihung der Kanten

(g, 2’1), (ng, 22), . (gzl v Zk—1, Zk)

ist ein Weg welcher in g startet und in A endet.

Hier zwei Spezialfille: Wenn G eine endliche zyklische Gruppe der
Ordnung n ist, und wenn X aus einem einzelnen Erzeuger besteht,
kann man sich T'(G, X) als Polygon mit n Seiten vorstellen, wobei die
Wirkung von G durch Rotation représentiert wird. Wenn G eine freie
Gruppe ist, welche von X = {x, y} erzeugt wird, ist die Struktur von
I'(G, X) wie in Grafik 20.1 dargestellt. Hierbei sind natiirlich nur die
ersten Schritte gezeichnet.

3.2 Ein Beweis des Satzes von Nielsen-Schreier iiber Grup-
penwirkungen auf Bdume

Bei Betrachtung von Grafik 20.1 fillt direkt die Struktur auf. Man vermutet
korrekt, dass es sich bei diesem Graphen um einen Baum handelt.
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Grafik 20.1

Satz 3.2.1:

Ist X eine freie Erzeugermenge von G, dann ist I'(G, X) ein Baum.

Beweis:

Angenommen ajas . . . oy, ist ein Weg welcher den Knoten g mit sich selbst
verbindet. Falls a1 = (g, 21), a2 = (921, 22), .- an = (921 ... 2n—1, 2n) be-
deutet dies, dass g = gz122 ...z, und deshalb e = 2125 ...2,. Da es sich
bei X um eine freie Erzeugermenge von G handelt, ist das leere Wort
das einzige reduzierte Wort, welches e reprisentiert, also muss z12s... 2,
ein Paar von benachbarten Symbolen der Form zz~! beinhalten. In an-
deren Worten, ajas ... o, enthilt einen Rundtrip. Somit ist T'(G, X) ein
Baum. B

Definition 3.2.2:

Angenommen eine Gruppe G wirkt auf einem Baum TI'. Betrachte die
Sammlung T von allen Bdumen in I' welche nicht mehr als eine Kante
und einen Knoten von jeder Bahn enthalten. Ein Element A aus T" welches
maximal beziiglich Inklusion ist wird Referenzbaum genannt. Maximal
bedeutet, dass wenn A auch zu T gehort, und wenn A C A, dann gilt
sofort A = A. Die Existenz eines solchen maximalen Elements wird durch
das Lemma von Zorn garantiert: (T, C) ist eine halbgeordnete Menge und
es ist leicht zu sehen, dass jede Kette eine obere Schranke in T besitzt.

Bekanntlich ist das Lemma von Zorn dquivalent zum Auswahlaxiom und somit
auch nicht komplett ohne Probleme anwendbar, da hierdurch auch nicht intui-
tive Problematiken wie das Banach-Tarski-Paradoxon entstehen und so manche
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Teile der Mathematik sowie der theoretischen Physik bewusst auf dessen Be-
nutzung verzichten. Die iiberwiegende Mehrheit akzeptiert es jedoch und es ist
in der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre enthalten, der Grundlage fast aller Zweige
der Mathematik. Zusétzlich gilt, dass, wie schon in der Einleitung angesprochen,
jeder Beweis des Satzes von Nielsen-Schreier an einer Stelle die Benutzung des
Auswahlaxioms oder einer dquivalenten Formulierung bendtigt. Geht man da-
von aus, dass das Auswahlaxiom nicht wahr ist, so gilt dies auch fiir den Satz
von Nielsen-Schreier.

Beispiel 3.2.3:

Sei I' ein unendlicher Baum wie in Grafik 21.1 oben dargestellt. Stelle man
sich diesen Baum als Teilmenge der Ebene vor und benutze die Wirkung
von Z x Zs = {g,h | ghg=th=1, h?} bestimmt durch g((x,y)) = (z + 3,y),
h((z,y)) = (z, —y). In Grafik 21.1 sind ebenfalls alle zwolf Referenzbédume

welche den Knoten 0 beinhalten aufgezeigt.
\/ \/Al \/

X i X
AT TR
Vi bV Vi
AT R

2
—
A,
[
0
3
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>
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<

AT A

Grafik 21.1

Satz 3.2.4:

Ein Referenzbaum enthélt genau einen Knoten aus jeder Bahn.

Beweis:

Sei A ein Referenzbaum fiir eine Wirkung von G auf einem Baum I'. Nach
Definition gilt, dass keine zwei Knoten aus A in derselben Bahn liegen.
Angenommen es gebe eine Bahn aus welcher A keinen Knoten enthilt.
Wihle einen Knoten v aus A und einen Knoten z von I' wessen Bahn nicht
A trifft. Sei o die erste Kante der Geodiite z0 und setze y = t(a). Falls
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die Bahn von y A trifft, beispielsweise g(y) € A, gilt, dass Hinzufiigen von
9(2),g(a),g(@) zu A einen groferen Baum als A erzeugt, welcher immer
noch hochstens einen Knoten jeder Bahn enthélt. Dies ist ein Widerspruch
zur Maximalitdtsannahme von A. Sollte die Bahn von y nicht A treffen,
so ersetzt man lediglich z durch y und wiederholt den Vorgang bis man
auf einen Widerspruch stoft. B

Satz 3.2.5:

Wenn G frei auf einem Baum wirkt, dann ist G eine freie Gruppe.

Beweis:

Angenommen G wirkt frei auf einem Graphen I', wihle einen Referenz-
baum A fiir diese Wirkung. Dann enthilt A nach Satz 3.2.4 genau einen
Knoten aus jeder Bahn. Bezeichne mit A, die Sammlung von Kanten von
T", welche zwar selbst nicht in A liegen, aber ihre Anfangsknoten in A ha-
ben. Fiir eine gegebene Kante o € A, sei z der Knoten aus A welcher
in derselben Bahn wie t(«) liegt. Wéhle dann ein Gruppenelement g,, so
dass go(2) = t(). Dieses Element ist eindeutig bestimmt, denn falls g,
und h, beide z auf ¢(«) senden wiirden, wiirde gelten, dass h;'g.(2) = z.
Die Wirkung ist jedoch frei, also miisste h g, die Identitiit in G sein, und
damit h, = g,. Diese Kanten und Gruppenelemente kommen in Paaren,
da die Kante o/ = g;l;ha(d) ebenfalls zu A, gehort und das zugehorige
Gruppenelement g, = g ' ist, wie in Grafik 23.1 illustriert. Von jedem
solchen Paar g,,g,! wird nun eines ausgewihlt. Die resultierende Teil-
menge von G wird mit X bezeichnet. Nun werde ich zeigen, dass X eine
freie Erzeugermenge von G ist.

Man wihle einen Knoten v aus A. Zu einem gegebenen Element g € G\ {e}
sei a die erste Kante der Geodéte von v nach g(v) welche nicht in A liegt.
Dann gilt folglich, dass o zu A, gehdrt. Wende nun g, ! auf die Geodé-
te von t(a) nach g(v) an. Der resultierende Weg beginnt beim Knoten
95 (t(a)) aus A und endet bei g;'g(v). Man folge diesem neuen Weg bis
zur ersten Kante 8 welche A verlasst, und wende dann 96_1 auf die Geoda-
te von t(83) nach g, 'g(v) an. Wieder gilt, dass der neue Weg in A beginnt
und dieses Mal bei glglgglg(v) endet. Diesen Vorgang wiederholt man
nun und bemerkt, dass der Weg nach jeder Iteration kiirzer wird. Daher
erzeugt man letztendlich einen Weg welcher gdanzlich in A liegt. Der End-
knoten sei mit g, ... g5 g5 g(v) bezeichnet. Da keine zwei Knoten aus

A zur selben Bahn gehéren, muss g, ! .. .gﬂ_lgglg(v) = v gelten, und da
die Wirkung frei ist bedeutet dies, dass der Stabilisator trivial ist, also
gt .g[;lg;lg = e und somit

9=9agp - Gv- (%)

Man sieht bereits, dass G von den Elementen aus X erzeugt wird.
Die rechte Seite von (x) bestimmt ein reduziertes Wort w(g) in Symbolen
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aus X. In der Konstruktion wurde die Geodéte m verwendet, aber je-
der andere Weg zwischen v und g(v) wire auch moglich gewesen und hétte
zu demselben reduzierten Wort gefithrt. Wir iiberpriifen zuallererst, dass
das Hinzufiigen eines einzelnen Rundtrips ¢ zu der Geodéte nicht w(g)
dndert. Dies ist einfach, man muss nur auf ¢ wihrend des oben beschrie-
benen Prozesses achten. Entweder o landet an einem Punkt innerhalb von
A, was bedeutet, dass (x) unverdndert bleibt. Andernfalls gilt, dass o zu
einer Kante 7 aus A, iibergeht. Dann wird (x) zu g = gagg ... 997" -+ gu-
In beiden Fillen bleibt w(g) unveréndert. Zusétzliche Rundtrips kénnen
auf dieselbe Art behandelt werden. Man erinnere sich an Bemerkung 24, in
der gezeigt wurde, dass jeder beliebiger Weg zwischen zwei Knoten durch
sukzessives Hinzufligen von Rundtrips zur Geodéte erzeugt werden kann.
Um die Argumentation abzuschlieffen wird nun noch gezeigt, dass jede
Zerlegung g = g+9s5 ... gp, mit v,9,...,p € A,, durch passende Wahl ei-
nes Weges von v nach g(v) realisiert werden kann. Dann kann man sicher
sein, dass w(g) das einzige reduzierte Wort aus Elementen von X ist,
welches g reprisentiert. Man zeige dies durch Induktion iiber die Linge
der Zerlegung. Setze g; = gs...g, und sei P der Weg von v nach gi(v),
welcher diese Zerlegung von g; realisiert. Folgt man v_g,y> (v) und anschlie-
fsend g,(P), so erhélt man einen Weg @) von v nach g(v). Betrachte nun

vg,(v) : Die Geodite beginnt mit W, verldsst anschlieflend A {iber v
und verliuft weiter iiber g.(20), wobei z = g5 (t(v)) € A. Anwendung
des ersten Schrittes des Prozesses auf @ liefert g, womit die Geodite Z0
(welche in A liegt), gefolgt von P {ibrig bleibt.P realisiert die Zerlegung
g1 = g5 - - - gp, also folgt, dass ) wie gefordert die Zerlegung g~gs ... g, von
g realisiert. H

Grafik 23.1

Hiermit sind wir nun schlieflich an dem Punkt angekommen, dass Satz 3.0.1,
der Satz von Nielsen-Schreier bewiesen werden kann. Zur Erinnerung gebe ich
diesen noch einmal an.

Satz 3.0.1 (Nielsen-Schreier):

Jede Untergruppe einer freien Gruppe ist wieder frei.
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Beweis:

Sei FF = F(X) und G C F. Wir wissen bereits aus Beispiel 3.1.6(4) und
Satz 3.2.1, dass F' frei auf dem Baum I'(F, X) wirkt, und da G C F gilt
dies auch fiir G. Nach Satz 3.2.5 ist G also frei. B

3.3 Der Weg zu einem alternativen Beweis

Zum Abschluss der Arbeit werde ich nun noch die Isomorphie von Fundamen-
talgruppen bestimmter Graphen zu freien Gruppen beweisen. Wie schon in der
Einleitung qualitativ présentiert, kann dadurch ein weiterer Beweis des Satzes
von Nielsen-Schreier angegeben werden.

Definition 3.3.1:

1.

Seien u,v Knoten eines Graphen I'. Wenn P, P’ Wege sind, welche
beide v und v verbinden, sagt man, dass P’ adjazent zu P ist, wenn
P’ durch Hinzufiigen oder Entfernen eines einzelnen Rundtrips von
P erhalten werden kann.

. Definiere eine Relation ~ auf der Sammlung aller Wege von u nach

v in I" so, dass P ~ @, wenn Wege Py, ..., P} existieren, welche alle
u und v verbinden, so dass P, = P, P, = @Q gilt und P, adjazent zu
PVl <r <k -—1ist.

Satz 3.3.2:

1.
2.

Beweis:

1.

~ ist eine Aquivalenzrelation.

Ist I' ein Baum, gibt es genau eine Aquivalenzklasse.

Reflexivitét ist offenbar gegeben, und Symmetrie gilt auch, da Adja-
zenz sowohl das Hinzufiigen, als auch das Entfernen von Rundtrips
enthélt. Auch die Transitivitit ist relativ simpel zu zeigen: Seien
P,Q,R Wege in I' mit P ~ @ und @ ~ R. Es existieren We-
ge P,...,P, mit P, = P und P, = @, so dass P, adjazent zu
PVl < r < k—1 ist und Wege Q1,...,Q; mit @1 = @ und
Q: = R, so dass @, adjazent zu Q,4+1V1 < r <[ —1 ist. Konstruiere
nun eine Folge von Wegen

R, =P 1<:<k

Ry,...,Rpsy s mit
' e {Ri+k:Qi+l 1<i<i—1

Dann gilt Ry = P, = P und Riy;—1 = @ = R. Auferdem ist R,
adjazent zu R,41V1 < r < k 4+ [, anders gesagt gilt also P ~ R, was
Zu zeigen war.
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2. In einem Baum bauen alle Wege zwischen v und v auf der Geodite
ut auf und kénnen durch sukzessives Hinzufiigen von Rundtrips zu
dieser erhalten werden. Es gilt also b ~ P fir alle Wege P von u
nach v. Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, miissen alle Wege also in
derselben Aquivalenzklasse sein. ll

Definition 3.3.3:

Ein Weg P in einem Graphen I', welcher einen Knoten v aus I' mit sich
selbst verbindet wird als Schleife an v bezeichnet.

Definition/Satz 3.3.4:

Sei v ein Knoten eines Graphen I' und P ein Weg darin. Man bezeichne
mit [P] die zugehdrige Aquivalenzklasse beziiglich der Aquivalenzrelation
aus Definition 33. Wenn P = ajas ... a5 und Q = 105 ... B beides Wege
sind, so dass t(as) = i(c1) und i(a1) = t(ay) = v, schreibt man PQ fiir
die Schleife a1 ... Oésﬂlﬂg e Bt-

Die Sammlung aller Aquivalenzklassen von Schleifen an v bildet eine Grup-
pe zusammen mit dem Produkt [P][Q] = [PQ]. Diese Gruppe heifit Fun-
damentalgruppe von I in v.

Beweis:

Man untersuche zuerst, ob das Produkt wohldefiniert ist. Seien P, ) Schlei-
fen an v mit [P] # [@] und betrachte Wege P’ = ajaz...ax € [P] und
Q' = B152...0 € [Q] und zeige, dass P'Q’ ~ PQ und damit [PQ] =
[P'Q']. P’ ~ P, d.h. es existiert eine Folge von Wegen P, P, ..., P, mit
P, = P, P, = P, so dass P; adjazent zu P;11V1 < i < k — 1. Analog
gilt dies fiir Q" in Verbindung mit @, sei die Folge von Wegen hier mit
Q1,Q2, . ..,Qn bezeichnet. Dann gilt fiir die Folge von Wegen

P1Q17P2Q17"'7PTLQ17PYLQ27"'7P7LQTI’L7

dass P1(Q: = P'Q’, P,Q,, = PQ und, dass zwei aufeinanderfolgende Wege
in der Folge immer adjazent sind. Das Produkt ist auch offenbar auf der
Menge der Aquivalenzklassen von Schleifen an v abgeschlossen: Wenn P
und @ Schleifen an v sind, gilt dies fiir PQ ebenfalls. Assoziativitit geht
ebenfalls direkt aus der Definition des Produktes hervor. Seien P,Q, R
Schleifen an v. Dann gilt

H]([PQ]) = [H][PQ] =[HPQ]

(H][PDIQ] =[HP]Q] =[HPQ]
Das neutrale Element ist die Aquivalenzklasse, dessen Repréig_entant der
entartete Weg E ist, welcher nur den Knoten v enthélt. Ein Aquivalenz-

klasse
[P] =1z ... ;]

hat das inverse Element



Bemerkung 3.3.5:

Sei I' ein Graph und nehme an, dass zwei beliebige unterschiedliche Knoten
in I immer durch einen Weg verbunden werden konnen. Sei weiterhin A
ein maximaler Baum in I'. Dann enthdlt A jeden Knoten in I'.

Beweis:

Satz

In T existiert zwischen zwei beliebigen, unterschiedlichen Knoten ein Weg,
welcher diese verbindet. Wenn es also Knoten in I' gibt, welche nicht in A
liegen, muss der Weg zwischen einem Knoten in A und einem aufserhalb
davon irgendwann A verlassen. Also muss mindestens einer der nicht in A
liegenden Knoten iiber eine einzige Kante mit A zu verbinden sein. Hinzu-
fiigen dieser Kante erweitert A um einen Knoten, erhélt aber offenbar auch
die Eigenschaft, dass A ein Baum ist. Dies wire aber ein Widerspruch zur
Maximalitdtsannahme von A. H

3.3.6:

Seien I'' und A wie in Bemerkung 3.3.5 und v ein Knoten in I". Man wihle
eine Kante von jedem Paar von gerichteten Kanten, welche nicht in A
liegen und bezeichne die resultierende Kantenmenge mit X. Dann gilt,
dass die Fundamentalgruppe von I" in v isomorph zur freien Gruppe F(X)
ist.

Beweis:

Definiere den Isomorphismus ¢ von F(X) in die Fundamentalgruppe von
I' in v wie folgt: Bilde jeden Weg o € X ab auf die Aquivalenzklasse,

deren Reprasentant der Weg P, = vi(a)at(a)v ist und das leere Wort auf
die Aquivalenzklasse [E]. Alle restlichen Elemente von F(X) werden so
abgebildet, dass die Homomorphismuseigenschaft ¢(af) = p(a)p(B) =
[Pa][Ps] = [PaPps] fiir alle a, 8 € X erfiillt ist. Dies ist injektiv, da zwei
— —

Wege P, = J@{at(a)v und Pg = Wﬁt(ﬁ)v fiir o, 8 € X mit a # 3 nie
in einer Aquivalenzklasse sein konnen: Innerhalb der Geoditen existieren
keine Rundtrips und « und g treten in ihnen auch nicht auf. Es ist also
unméglich Rundtrips zu entfernen oder hinzuzufiigen, um von P, auf Pg
zu kommen oder umgekehrt. Dies gilt auch fiir die Produkte, seien hierzu
aq, 0o, a3,04 € X und betrachte

P, P,, = vi(ag)agt(a)ovi(as)ast (as)v

und

P, Po, = vi(as)ast(as)ovi(og)agt (o).

Solange nicht a3 = as = a3 = a4 gilt, sind die Wege nicht dquivalent,
da selbst in dem Fall, dass die zwei direkt aufeinanderfolgenden Geodéten
sich umkehren wiirden gilt, dass es nicht moglich ist durch Hinzufiigen
oder Entfernen von Rundtrips die «;,% € [4] zu d&ndern. Die Abbildung ist
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4.1

auch Surjektiv: Jedes reduzierte Wort in F(X) = oj*as?...al" hat ei-
ne entsprechende Aquivalenzklasse mit Reprisentant PPz .. Prr, das
Hinzufiigen von Rundtrips zu einem Weg P, dndert offenbar nicht die
Aquivalenzklasse. Das heift also, dass die Aquivalenzklassen eindeutig
durch die Reihenfolge und Anzahl von Elementen aus X bestimmt ist.
Alle Schleifen an v, welche sich nur in A befinden, also kein Element aus
X enthalten, liegen in [E]: Jede Schleife ist darstellbar als Weg von v zu
einem weiteren Knoten u und einem Weg von diesem Knoten zuriick zu v.
Wenn diese komplett in A liegen kann man durch sukzessives Entfernen
von Rundtrips beide zu den Geoditen WL, beziehungsweise b umwan-
deln. Offenbar gilt aber vt = ub, aus der Aneinanderreihung kann man
durch sukzessives Entfernen von Rundtrips also wieder einen leeren Weg
konstruieren. l
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