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1 Einleitung

Für die Informatik ist es von großer Bedeutung, die Komplexität von fundamentalen arith-
metischen Funktionen zu bestimmen. Schließlich kommen sie in fast jedem Algorithmus
vor und beeinflussen somit die Laufzeit von Algorithmen. Außerdem besitzt jeder Prozes-
sor Befehle zum Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren. Daher besteht ein
großes Interesse zu wissen, wie schnell diese arithmetischen Funktionen berechnet werden
können oder wie groß Schaltkreise für diese Funktionen sind.
In dieser Diplomarbeit werden wir uns mit der Multiplikation beschäftigen. Aus der

Schule ist uns mit der schriftlichen Multiplikation bereits ein Algorithmus zur Berechung
der Mutliplikation von zwei Zahlen mit n Stellen bekannt. Dieser Algorithmus benötigt
Θ(n2) arithmetische Operationen. Es sind aber noch bessere (dafür aber komplexere)
Algorithmen für die Multiplikation bekannt: Bereits 1971 wurde der Algorithmus von
Schönhage-Strassen [SS71] mit einer Laufzeit von O(n logn log logn) entworfen. Dieser
Algorithmus war für mehr als 35 Jahre der schnellste bekannte Algorithmus zum Mul-
tiplizieren. 2007 veröffentlichte M. Fürer [Für07] eine Verbesserung des Algorithmus von
Schönhage-Strassen mit einer Laufzeit1 von (n logn)2O(log∗ n). In [DKSS08] wurde ein Al-
gorithmus angegeben, der eine Laufzeit von O((n logn)2O(log∗ n)) hat, und im Gegensatz
zu dem Algorithmus von Fürer keine Arithmetik über den komplexen Zahlen sondern mo-
dulare Arithmetik verwendet. Bereits Schönhage und Strassen haben in [SS71] vermutet,
dass der beste (bisher unbekannte) Algorithmus eine Laufzeit von O(n logn) hat. Das Re-
sultat von Fürer bestärkt diese Vermutung. Bis heute ist es aber ein offenes Problem, ob
ein Algorithmus für die Multiplikation mit einer asymptotischen Laufzeit von O(n logn)
existiert.
Obere Schranken für die Schaltkreiskomplexität von der Multiplikation lassen sich gut

1log∗ n = min{i ≥ 0 ∣ logi n ≤ 1}
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1 Einleitung

mit Hilfe der oben genannten Algorithmen zeigen. So liefert das Resultat von Fürer
ein Schaltkreis der Größe (n logn)2O(log∗ n) (siehe [Für07]). Dahingegen sind gute un-
tere Schranken für allgemeine boolesche Schaltkreise mit den heutigen Techniken sehr
schwierig zu zeigen. So sind die besten unteren Schranke für explizit definierte Funktio-
nen2 „nur“ linear in der Eingabelänge. Daher betrachtet man eingeschränkte Schaltkreis-
modelle, um dafür bessere untere Schranken zeigen zu können. Die Komplexitätsklasse
ACi mit i ≥ 0 beinhaltet alle booleschen Funktionen, die mit Schaltkreisen der Größe
O(poly(n)) und Tiefe O(logi n) berechnet werden können, die AND- und OR-Bausteine
mit unbeschränktem Eingangsgrad und NOT -Bausteine benutzen dürfen. In der Komple-
xitätsklasse NCi mit i > 0 liegen Funktionen, die mit Schaltkreisen der Größe O(poly(n))
und Tiefe O(logi n) berechnet werden können und die Schaltkreise dürfen die Bausteine
AND, OR mit Eingangsgrad 2 und NOT benutzen. Als Threshold-Schaltkreis bezeichnen
wir Schaltkreise, die ein zusätzlichen Threshold-Baustein verwenden dürfen, der Eins als
Ergebnis liefert, wenn die Eingabe eine feste Anzahl an Einsen überschreitet. Die Kom-
plexitätsklasse TC0,i besteht aus den Funktionen, die mit Threshold-Schaltkreisen der
Größe O(poly(n)) und Tiefe i berechnet werden können. Aus dem Schönhage-Strassen-
Algorithmus folgt, dass die Multiplikation in NC1 liegt. Die Multiplikation ist auch in der
Klasse TC0,3 [SR94] aber nicht in der Klasse TC0,2 [HMP+87]. Es ist auch bekannt, dass
die Multiplikation nicht in AC0 liegt.
Ein anderes wichtiges Berechnungsmodell für boolesche Funktionen sind sogenannte

Branchingprogramme bzw. Binary Decision Diagrams (BDDs). Die Größe von einem mi-
nimalen BDD für eine Funktion f liegt zwischen der Schaltkreisgröße und der Formelgröße
für f . Der Logarithmus der Größe des BDDs entspricht ungefähr dem Platzbedarf einer
nichtuniformen Turingmaschine für die Funktion f (siehe [Weg00] für eine detaillierte Ein-
führung in BDDs). Auch für allgemeine BDDs können keine guten unteren Schranken für
explizit definierte Funktionen gezeigt werden, aber für eingeschränkte Modelle – insbe-
sondere für Ordered Binary Decision Diagrams (OBDDs) – stehen sehr gute Methoden
zur Verfügung, um große untere Schranken zu beweisen. Zusätzlich sind für OBDDs viele

2Wir nennen eine Funktion f ∶ {0, 1}n
→ {0, 1} explizit definiert, wenn f eine gewisse Struktur hat, z.B.

wenn f−1
(1) ∈ NP ist. Es kann mit einem Abzählargument gezeigt werden, dass fast alle Funktionen

eine hohe Schaltkreiskomplexität haben (wenn wir wirklich alle Funktionen betrachten). In [Weg87]
Kapitel 5.6 findet man eine ausführliche Behandlung der Bezeichnung „explizit definiert“.
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1 Einleitung

praktische Operationen effizient durchführbar (siehe [Bry86]). Daher finden sich OBDDs
in zahlreichen Anwendungen wie z.B. dem Model-Checking und der Schaltkreisverifikation
wieder.
Für OBDDs sind viele schwierige Funktionen bekannt. So hat Bryant in [Bry91] gezeigt,

dass ein OBDD für das mittlere Bit der Multiplikation exponentielle Größe haben muss.
Mit dem mittleren Bit bezeichnen wir das Bit im Produkt x ⋅ y mit der Wertigkeit n − 1,
wobei x und y Binärzahlen der Länge n sind. Über die Komplexität des mittleren Bits ist
vieles bekannt. In [Woe05] hat P.Woelfel die aktuell beste untere Schranke von Ω(2n/2) für
die Größe von deterministischen OBDDs für das mittlere Bit der Multiplikation gezeigt.
Für ein allgemeineres BDD-Modell – den sogenannten Free Binary Decision Diagrams
(FBDD) – wurde in [BW01] eine untere Schranke von Ω(2n/4) bewiesen. Beide Beweise
für die unteren Schranken nutzen Methoden und Resultate für universelle Hashklassen.
Auch wenn eine begrenzten Nutzung von Nichtdeterminismus oder das mehrfache Testen
von Variablen erlaubt ist, können exponentielle untere Schranken gezeigt werden [Woe02].
Die Methoden für die Beweise der unteren Schranken für das mittlere Bit sind sogar so
stark, dass für allgemeine BDDs eine untere Schranke von Ω(n3/2/ logn) gezeigt werden
kann [WW05].
In der Diplomarbeit werden wir uns mit einem anderen Ergebnisbit beschäftigen: dem

höchstwertigen Bit der Multiplikation. D.h. das Bit im Produkt von x ⋅ y mit der Wertig-
keit 2n−1. Im Gegensatz zu dem mittleren Bit ist die Komplexität des höchswertigen Bits
für viele BDD-Modelle noch unklar. In [Saw06] wurde ein Zusammenhang zwischen der
Platzkomplexität von symbolischen Graphalgorithmen3 für Erreichbarkeitsprobleme und
der deterministischen OBDD-Komplexität des höchstwertigen Bits bewiesen. Es wurde
auch für einen sehr speziellen Fall eine exponentielle untere Schranke für die determinis-
tische OBDD-Größe für das höchstwertige Bit gezeigt. In [Bol10] hat B.Bollig die bisher
beste exponentielle untere Schranke von Ω(2n/45) für alle deterministischen OBDDs bewie-
sen. Wir werden dieses Resultat verwenden, um für eine allgemeinere Klasse von OBDDs
– den randomisierten OBDDs – eine exponentiell große untere Schranke für die Größe zu
beweisen. Aus diesem Ergebnis können wir leicht folgern, dass auch randomisierte OBDDs

3In symbolischen Graphalgorithmen werden Graphen durch die charakteristische Funktion ihrer Kanten-
menge beschrieben, wobei die Knoten binär kodiert sind und der Zugriff auf diese boolesche Funktion
z.B. mit OBDDs erfolgt.
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1 Einleitung

für das mittlere Bit der Multiplikation exponentielle Größe haben müssen. Dieses Ergeb-
nis verbessert die bisherige untere Schranke für die Größe von randomisierten OBDDs für
das mittlere Bit der Multiplikation von 2Ω(n/ logn) aus [Abl03]. Die randomisierte OBDD-
Komplexität des höchstwertigen Bits der Multiplikation war bisher offen.
Die Diplomarbeit ist folgendermaßen aufgebaut: In Kapitel 2 erarbeiten wir die benö-

tigten Grundlagen, die wir zum Beweis der unteren Schranken benötigen. Dazu führen
wir erstmal formal die BDDs ein und definieren, was (randomisierte) OBDDs sind. In den
nächsten beiden Unterabschnitten zeigen wir den Zusammenhang von der (randomisier-
ten) Kommunikationskomplexität einer Funktion und der (randomisierten) OBDD-Größe.
Im dritten Kapitel behandeln wir ausführlich ein Resultat über die randomisierte Kommu-
nikationskomplexität der Greater-Than-Funktion aus [SV08] von P. Sen und S.Venkatesh.
Die Grundlagen für dieses Resultat beschreiben wir im ersten Unterabschnitt des dritten
Kapitels. Unter anderem bekommen wir einen Einblick in die Informationstheorie und be-
weisen das sogenannte Minimax-Theorem für randomisierte Kommunikationsprotokolle.
Im zweiten Unterabschnitt beweisen wir das Round-Elimination-Lemma mit dessen Hilfe
wir im letzten Unterabschnitt eine lineare untere Schranke für die randomisierte Kommu-
nikationskomplexität der Greater-Than-Funktion zeigen. Im vierten Kapitel beweisen wir
unser Hauptresultat dieser Diplomarbeit. Dazu zeigen wir zuerst, wie sich die Komplexi-
tät der einzelnen Ergebnisbits der Multiplikation mit einer geeigneten Reduktionsmetho-
de untereinander übertragen lässt. In Abschnitt 4.3 konstruieren wir eine Reduktion der
Greater-Than-Funktion auf die Berechnung des höchstwertigen Bits. Mit den Ergebnissen
aus Kapitel 3 können wir dann eine exponentielle untere Schranke für die Größe von rando-
misierten OBDDs beweisen. Aus den Ergebnissen am Anfang des Kapitels 4 können wir im
letzten Unterabschnitt diese Schranke auch auf das mittlere Bit der Multiplikation über-
tragen. Im letzten Kapitel fassen wir kurz unsere Ergebnisse zusammen und diskutieren
offene Fragen bzgl. der BDD-Komplexität des höchstwertigen Bits der Multiplikation.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel erläutern wir, was ein Binary Decision Diagram (BDD) bzw. ein (ran-
domisiertes) OBDD (Ordered Binary Decision Diagram) ist. Um untere Schranken für die
Größe von randomisierten OBDDs zu beweisen, brauchen wir den Begriff der Kommunika-
tionskomplexität einer Funktion. Daher werden wir in einem Kapitel einige Begriffe aus der
Kommunikationskomplexität erläutern. Im letzten Unterkapitel gehen wir auf den Begriff
der Rechteckreduktion ein, was uns ähnlich zu der polynomiellen Reduktion in der NP-
Vollständigkeitstheorie erlaubt, untere/obere Schranken der OBDD-Größe von Funktionen
zu übertragen und zeigen, wie die Kommunikationskomplexität und die OBDD-Größe sich
zueinander verhalten.

2.1 Randomisierte OBDDs

Sei f ∶ {0,1}n → {0,1} eine boolesche Funktion. Ein Binary Decision Diagram (BDD) oder
Branchingprogramm (BP) ist eine Darstellung von f , mit deren Hilfe f(x) algorithmisch
berechnet werden kann.

Definition 2.1.1 (BDD). Ein BDD ist ein gerichteter azyklischer Graph mit genau einem
Wurzelknoten (Startknoten), der keine eingehenden Kanten besitzt, und zwei Senken, die
keine ausgehenden Kanten besitzen. Jeder Knoten, der keine Senke ist, heißt innerer Kno-
ten und hat genau zwei ausgehende Kanten. Jeder innere Knoten ist mit einer Variable xi
markiert und die ausgehenden Kanten sind mit 0 bzw. 1 markiert. Die Senken sind eben-
falls mit 0 bzw. 1 markiert. Jede Eingabe x ∈ {0,1}n definiert einen Berechnungspfad von
dem Startknoten zu einer Senke, in dem an einem Knoten xi die Kante gewählt wird, die
mit dem Wert von xi markiert ist. Das BDD berechnet eine Funktion f ∶ {0,1}n → {0,1},
wenn für alle Eingaben x ∈ {0,1}n der Berechnungspfad von x an der Senke endet, die
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2 Grundlagen

mit dem Funktionswert f(x) markiert ist. Die Größe ∣G∣ eines BDDs G ist die Anzahl der
inneren Knoten von G.

In der Praxis sind viele Operationen für BDDs zu aufwendig. Z. B. sind der Erfüllbar-
keitstest (d.h. existiert eine Eingabe, die auf 1 abgebildet wird) und das Minimierungs-
problem (d.h. finde ein BDD mit minimaler Größer für f) NP-schwer (siehe [Weg00]). In
[Bry86] hat Bryant für eine eingeschränkte Variante von BDDs, den sogenannten OBDDs,
gezeigt, dass viele dieser praktischen Operationen effizient durchführbar sind. Somit haben
sich OBDDs als eine nützliche Datenstruktur zur Repräsentation von booleschen Funktio-
nen bewährt.

Definition 2.1.2 (OBDD). Sei π eine Permutation (Variablenordnung) auf {1, . . . , n}.
Ein π-OBDD auf einer Variablenmenge X = {x1, . . . , xn} ist ein BDD mit folgender zu-
sätzlichen Anforderung:

• Wenn eine Kanten von einem Knoten mit Beschriftung xi zu einem Knoten mit
Beschriftung xj existiert, dann muss π(i) < π(j) gelten.

Dies bedeutet auch, dass auf jedem Pfad vom Startknoten zu einer Senke jede Variable
höchstens einmal getestet werden kann.

Mit Hilfe von Randomisierung können deterministische OBDDs auf naheliegende Weise
erweitert werden. Die folgende Definition geht zurück auf Ablayev und Karpinski (siehe
[AK96]).

Definition 2.1.3. Sei Z = {z1, . . . , zr} eine Menge von Zufallsvariablen und π eine Va-
riablenordnung auf X ⊍ Z. Sei G ein π-OBDD für die Funktion g ∶ {0,1}n × {0,1}r →
{0,1}. G heißt dann randomisiertes OBDD (mit unbeschränktem Fehler) für eine Funktion
f ∶ {0,1}n → {0,1}, falls für alle x ∈ {0,1}n gilt

Pr
z∈{0,1}r

[g(x, z) = f(x)] > 1
2
,

wobei z uniform zufällig aus {0,1}r gezogen wird.

Der Fehler eines randomisierten OBDDs für eine Eingabe x ∈ {0,1}n ist
Pr

z∈{0,1}r
[g(x, z) ≠ f(x)]. Analog zu randomisierten Turingmaschinen unterscheiden wir bei

randomisierten OBDDs zwischen folgenden Fehlertypen:
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2 Grundlagen

• G ist ein randomisiertes OBDD für f mit zweiseitigem Fehler von höchstens ε mit
0 ≤ ε < 1

2
, falls für alle x ∈ {0,1}n gilt

Pr[g(x, z) ≠ f(x)] ≤ ε

• G ist ein randomisiertes OBDD für f mit einseitigem Fehler von höchstens ε mit
0 ≤ ε < 1, falls für alle x ∈ {0,1}n folgendes gilt:

Falls f(x) = 0, dann gilt Pr[g(x, z) = 1] = 0.

Falls f(x) = 1, dann gilt Pr[g(x, z) = 0] ≤ ε.

Wir interessieren uns für den Fall, dass ε konstant ist, und sprechen dann von be-
schränktem Fehler. Wenn die Fehlerwahrscheinlichkeit polynomiell nah an den trivialen
Fehlerschranken ist, dann kann man durch probability amplification nur eine konstante
Fehlerwahrscheinlichkeit erhalten, wenn das entstehende OBDD exponentielle Größe hat.
Einen Beweis des folgenden Lemmas findet man in [Sau98].

Lemma 2.1.4 (probability amplification). Sei f ∶ {0,1}n → {0,1} eine Funktion.

• Sei ε ∈ [0,1) und G ein randomisiertes π-OBDD für f mit einseitigem Fehler von
höchstens ε. Dann kann ein randomisiertes π-OBDD H für f mit einseitigem Fehler
von höchstens εm und Größe ∣H ∣ = O(∣G∣m) konstruiert werden.

• Sei ε ∈ [0, 1
2) und G ein randomisiertes π-OBDD für f mit zweiseitigem Fehler

von höchstens ε. Weiter sei 0 ≤ ε′ ≤ ε. Dann kann ein randomisiertes π-OBDD
H für f mit zweiseitigem Fehler von höchstens ε′ und Größe ∣H ∣ = O(∣G∣m) mit
m = O ((1

2
− ε)−2 log 1

ε′
) konstruiert werden.

Ist die Anzahl an Wiederholungen konstant, ist die Größe des resultierenden OBDDs H
polynomiell in der Größe von G.
Eine naheliegende Erweiterung von OBDDs sind k-OBDDs, bei denen Variablen in

bestimmter Art und Weise öfters getestet werden dürfen.

Definition 2.1.5. Ein (randomisiertes) k-OBDD mit einer Variablenordnung π ist ein
BDD, dessen Knoten in Ebenen L1, . . . , Lk unterteilt werden können, so dass Kanten ent-
weder zwischen Knoten einer Ebene oder von Ebene Li zu Lj mit j > i verlaufen. Innerhalb
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2 Grundlagen

jeder Ebene Li halten die Kanten die übliche OBDD Ordnung bzgl. π ein. Im Falle eines
randomisierten k-OBDDs darf keine Zufallsvariable mehrfach auf einem Pfad getestet
werden.

2.2 Kommunikationskomplexität

In diesem Kapitel orientieren wir uns an den Begriffen und Definitionen von Kushilevitz
und Nisan ([KN97]).
Das Problem in der Kommunikationskomplexitätstheorie besteht darin, dass zwei Par-

teien (i.A. als Alice und Bob bezeichnet) eine Funktion f ∶ X × Y → {0,1} berechnen
müssen, wobei Alice nur die Eingabe x ∈ X und Bob die Eingabe y ∈ Y kennt. D.h., Ali-
ce und Bob müssen im Allgemeinen miteinander kommunizieren, um den Funktionswert
korrekt zu berechnen. In diesem Szenario ist die Komplexität einer Funktion gleich der
Anzahl an Bits, die für die Kommunikation benötigt werden, um den Funktionswert zu
berechnen.
Formaler definieren wir ein deterministisches Protokoll P für f , wobei Alice oder Bob

mit der ersten Nachricht, die nur von der jeweiligen Eingabe abhängig ist, beginnt und ab-
wechselnd weitere Nachrichten versendet werden, die von den bisherigen Nachrichten und
der entsprechenden Eingabe abhängig sein dürfen. Als letzte Nachricht wird der Funktions-
wert f(x, y) gesendet. Die Kommunikationskomplexität des Protokolls P ist die maximale
Anzahl an kommunizierten Bits. Die deterministische Kommunikationskomplexität von f
ist gleich der minimalen Kommunikationskomplexität eines deterministischen Protokolls.
Bei einem randomisierten Protokoll haben Alice und Bob noch Zugriff auf Zufallsbits,

d.h., die Nachrichten hängen zusätzlich noch von den Zufallsbits ab und die Ausgabe des
Protokolls ist eine Zufallsvariable. Wir unterscheiden bei randomisierten Protokollen zwi-
schen öffentlichen und privaten Zufall. In Protokollen mit privatem Zufall (private coins)
haben Alice und Bob ihre eigenen Zufallsbits und kennen nicht den Ausgang der Zufallsbits
des anderen. Beim öffentlichen Zufall (public coins) haben Alice und Bob Zugriff auf eine
gemeinsame Quelle von Zufallsbits und kennen somit den Ausgang aller im Protokoll be-
nutzten Zufallsbits. Sei P ein randomisiertes Protokoll für f . Wir schreiben P (x, y, rA, rB)
als Ausgabe des Protokolls P bei Eingabe (x, y) und bei verwendeten Zufallsbit rA für

14



2 Grundlagen

Alice und rB für Bob. Für eine Eingabe (x, y) ∈ X × Y definieren wir den Fehler des
Protokolls mit

εP (x, y) ∶= Pr
rA,rB

[P (x, y, rA, rB) ≠ f(x, y)]

wobei die Zufallsbits unabhängig uniform zufällig gezogen werden. Das Maximum von
εP (x, y) über alle Eingaben (x, y) ist der (worst-case) Fehler des Protokolls P für f . Auch
die Anzahl der Bits für die Kommunikation kann von den Zufallsvariablen abhängen,
daher bezeichnen wir die Komplexität eines randomisierten Protokolls P als maximale
Anzahl an ausgetauschten Bits über alle Eingaben und möglichen Zufallsbits. Mit Rε(f)
bezeichnen wir die Komplexität von f als minimale Komplexität eines randomisierten
Protokolls, welches f mit Fehler höchstens ε berechnet. Mit Rpubε (f) bezeichnen wir die
Komplexität von f bei Protokollen, die öffentlichen Zufall benutzen. Offensichtlich gilt
Rpubε (f) ≤ Rε(f), da aus einem Protokoll mit privatem Zufall und Zufallsbitstrings rA und
rB ein Protokoll mit öffentlichem Zufall konstruiert werden kann, indem der gemeinsame
Zufallsbitstring auf die Konkatenation von rA und rB gesetzt wird.
Eine weitere Eigenschaft von Protokollen, die insbesondere für den Zusammenhang zu

der OBDD-Größe wichtig ist, ist die Anzahl an Runden eines Protokolls. In einem k-
Runden Protokoll dürfen Alice und Bob sich für jede Eingabe höchstens k Nachrichten
zusenden und danach muss der Funktionswert versendet werden. Insbesondere interessie-
ren wir uns für 1-Runden Protokolle, d. h., z. B. Alice sendet eine einzige Nachricht an Bob,
der dann direkt den Funktionswert ausgeben muss. Mit Rkε(f) bezeichnen wir die minima-
le Komplexität eines k-Runden Protokolls, welches f mit Fehler höchstens ε berechnet. Im
Spezialfall k = 0 muss der Spieler, der mit der ersten Nachricht anfängt, direkt den Funkti-
onswert berechnen, ohne mit seinem Partner vorher Informationen ausgetauscht zu haben.
Ein 0-Runden Protokoll kann für nicht triviale Funktionen keine Fehlerwahrscheinlichkeit
kleiner als 1/2 haben.

Beobachtung 2.2.1. Sei f ∶ X × Y → {0,1} eine Funktion mit ∣X ∣ ≥ 2 und ∣Y ∣ ≥ 1. Falls
x0, x1 ∈X und y ∈ Y mit f(x0, y) ≠ f(x1, y) existieren, dann kann ein 0-Runden Protokoll,
bei dem Bob den Funktionswert ausgeben muss, nur eine Fehlerwahrscheinlichkeit von
mindestens 1/2 besitzen. Analog gilt die Aussage, wenn Alice die Nachricht senden muss
und die Rollen von X und Y vertauscht sind.

Angenommen es gibt ein Protokoll für f mit Fehler kleiner als 1/2, dann muss die
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2 Grundlagen

Fehlerschranke sowohl für die Eingabe (x0, y) als auch (x1, y) gelten. Da Bob aber die
beiden Fälle nicht unterscheiden kann, wird er für einen der beiden Fälle eine Fehlerwahr-
scheinlichkeit von mehr als 1/2 haben müssen (da f(x0, y) = 1 − f(x1, y)). Dies steht im
Widerspruch zur Fehlerschranke. D.h., es bleibt Bob nichts besseres übrig als den Funkti-
onswert durch einen Münzwurf zu entscheiden.

2.3 Untere Schranken für randomisierte OBDDs

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Methoden zum Beweis von unteren Schranken für
die randomisierte OBDD-Größe vorstellen. Wir zeigen, dass die randomisierte Kommu-
nikationskomplexität einer Funktion in gewisser Weise eine untere Schranke für die ran-
domisierte OBDD-Größe ist. D.h., wir sind an unteren Schranken für die randomisierte
Kommunikationskomplexität von Funktionen interessiert. Wir definieren uns dazu eine
Reduktionstechnik für Kommunikationsprotokolle, die uns ähnlich zu der polynomiellen
Reduktion für Entscheidungsprobleme erlaubt, untere bzw. obere Schranken zu übertra-
gen. Meistens sind wir nicht direkt in der Lage, eine untere Schranke für die Funktion, die
mit einem randomisierten OBDD dargestellt werden soll, anzugeben. Mit Hilfe der Reduk-
tion können wir dann zeigen, dass die gesamte Funktion mindestens so schwierig ist wie
ein Subproblem und können für dieses Subproblem eine untere Schranke bestimmen. Der
gebräuchliche Reduktionstyp für dieses Problem ist die sogenannte Rechteckreduktion.

Definition 2.3.1 (Rechteckreduktion). Seien f ∶Xf ×Yf → {0,1} und g ∶Xg ×Yg → {0,1}
beliebige Funktionen. Das Paar (ϕ1, ϕ2) von Funktionen ϕ1 ∶ Xf → Xg und ϕ2 ∶ Yf → Yg

heißt Rechteckreduktion von f auf g (kurz: Reduktion), falls

g(ϕ1(x), ϕ2(y)) = f(x, y) für alle (x, y) ∈Xf × Yf .

Wir sagen dann f ist reduzierbar auf g.

Die Trennung der Reduktion in zwei Funktionen ist wichtig, um so die Schranken über-
tragen zu können. Im Falle, dass f auf g reduziert werden kann und es ein randomisiertes
Protokoll für g gibt, können wir leicht mit Hilfe der Reduktion ein randomisiertes Protokoll
für f angeben, in dem Alice ihre Eingabe für f mit ϕ1 in eine Eingabe für g transformiert
und Bob analog seine Eingabe mit ϕ2 umwandelt. Dann befolgen die beiden das Protokoll
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2 Grundlagen

für g und erhalten so mit der gleichen Anzahl an versendeten Bits das Ergebnis für f .
Falls nun ϕ1 oder ϕ2 von der anderen Eingabe abhängig gewesen wäre, könnte das alte
Protokoll nicht ohne weiteres übernommen werden.

Beobachtung 2.3.2. Seien f und g wie in 2.3.1 definiert und f reduzierbar auf g. An-
genommen, es existiert ein randomisiertes Protokoll P für g. Dann existiert auch ein
randomisiertes Protokoll für f mit den gleichen Eigenschaften wie P , d.h. insbesondere
mit der gleichen Anzahl an versendeten Bits und der gleichen Fehlerwahrscheinlichkeit.
Also gilt z.B. Rkε(f) ≤ Rkε(g) für alle 0 ≤ ε < 1

2
und alle k ∈ N0.

Auf den ersten Blick ist nicht direkt ersichtlich, wo die Kommunikationskomplexität für
die OBDD-Größe eine Rolle spielt. Angenommen, wir haben ein π-OBDD G für f für eine
Variablenordnung π. Wir können nun mit Hilfe von G ein Kommunikationsprotokoll für
die partitionierte Version fπ,p mit 1 ≤ p ≤ n − 1 angeben, die wie folgt definiert ist. (siehe
[Sau98])

Definition 2.3.3. Sei f ∶ {0,1}n → {0,1} eine beliebige Funktion definiert auf einer
Variablenmenge X = {x1, ..., xn}. Sei π eine Variablenordnung auf X. Sei 1 ≤ p ≤ n−1 und
L ∶= {xπ(1), ..., xπ(p)} und R ∶= {xπ(p+1), ..., xπ(n)}. Definiere die Funktion fπ,p ∶ {0,1}p ×
{0,1}n−p → {0,1}. Wir bezeichnen fπ,p als die partitionierte Version von f in Bezug auf
π und p.

Mit Hilfe von G kann nun folgendes Protokoll für fπ,p angegeben werden:

• Alice verfolgt den Pfad innerhalb von G für ihren Teil der Eingabe. Dies ist möglich,
da ihre Variablen vor den Variablen von Bob in G getestet werden.

• Alice sendet Bob die Knotennummer des Knotens, in dem der Pfad endet.

• Von diesem Knoten aus verfolgt Bob für seine Eingabe den Pfad weiter, bis er an
einer Senke angelangt ist. Bob sendet die Markierung der Senke als Funktionswert.

Da G für jede Eingabe die Variablenordnung π einhalten muss, können Alice und Bob
so den Funktionswert für jede Eingabe korrekt berechnen. Die Anzahl an ausgetauschten
Bits ist ⌈log ∣G∣⌉. In [Sau98] wurde dieser Zusammenhang zwischen Kommunikationskom-
plexität und OBDD-Größe allgemein für randomisierte k-OBDDs bewiesen.
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2 Grundlagen

Lemma 2.3.4. Sei g ∶ {0,1}n → {0,1} eine Funktion und π eine Variablenordnung auf
X = {x1, . . . , xn}. Angenommen, es gibt eine Funktion f ∶ X × Y → {0,1} und einen
Parameter 1 ≤ p ≤ n−1, so dass f reduziert werden kann auf gπ,p. Sei G ein randomisiertes
k-OBDD mit Variablenordung π und zweiseitigem Fehler höchstens ε, das g repräsentiert.
Dann gilt

⌈log ∣G∣⌉ ≥ R2k−1
ε (f)/(2k − 1)

In [BW96] wurde ein weiteres Reduktionskonzept eingeführt, das insbesondere für de-
terministische BDD-Modelle benutzt werden kann, um die Komplexität von Funktionen
zu vergleichen.

Definition 2.3.5 (Read-Once-Projektion). Seien f = (fn)n∈N und g = (gn)n∈N zwei Folgen
von booleschen Funktionen, d.h. fn ∶ {0,1}n → {0,1} und gn ∶ {0,1}n → {0,1}. Dann ist f
eine Read-Once-Projektion von g, falls es ein Polynom p(n) gibt, so dass für alle n ∈ N
und für alle Eingaben x ∈ {0,1}n für f eine entsprechende Eingabe y ∈ {0,1}p(n) für g
existiert, so dass

1. fn(x0, . . . , xn−1) = gp(n)(y0, . . . , yp(n)−1) und

2. yi ∈ {0,1, x0, x0, . . . , xn−1, xn−1} für alle 0 ≤ i < p(n) gilt und

3. falls yi ∈ {xk, xk}, dann folgt yj /∈ {xk, xk} für alle i ≠ j (Read-Once-Eigenschaft).

Wir schreiben dann f ≤rop g oder fn ≤rop gp(n).

Für viele BDD-Varianten lassen sich analog zu der Rechteckreduktion mit Hilfe der
Read-Once-Projektion die BDD-Größe zweier Funktionen vergleichen. Angenommen es
gilt f ≤rop g. Wenn es nun z.B. ein deterministisches OBDD G für die Funktion gn gibt,
dann können wir das OBDD wie folgt transformieren, damit es die Funktion fn berechnet.

1. Wir löschen die Variablenknoten in G, die in der Projektion konstant auf c ∈ {0,1}
gesetzt sind, und verbinden die Vorgängerknoten mit dem c-Nachfolger des gelösch-
ten Knotens.

2. Für alle negierten Variablen vertauschen wir die Markierung der ausgehenden Kanten
des Variablenknotens.
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2 Grundlagen

Da f eine Read-Once-Projektion von g ist, erhält man ein OBDD, das die Funktion fn

berechnet und nicht größer als das OBDD G ist. Diese Eigenschaft können wir auch für
randomisierte OBDDs nachweisen.

Beobachtung 2.3.6. Sei fn ≤rop gp(n). Falls es ein randomisiertes OBDD G mit Fehler
ε gibt, das g berechnet, dann existiert auch ein randomisiertes OBDD F mit Fehler ε für
f und es gilt ∣F ∣ ≤ ∣G∣.

Die Transformation des randomisierten OBDDs G geht genauso wie zuvor. Sowohl die
Konstantsetzungen als auch die Negation ändern nichts an der Fehlerwahrscheinlichkeit
des randomisierten OBDDs.
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3 Randomisierte Ein-Runden-
Kommunikationskomplexität von
GT

Dieses Kapitel beinhaltet eine ausführliche Darstellung der randomisierten Ein-Runden-
Kommunikationskomplexität der Greater-Than-Funktion (GT ) anhand der Resultate von
P. Sen und S.Venkatesh in [SV08]. P. Bro Miltersen, N.Nisan, S. Safra und A.Wigderson
haben in [MNSW98] bereits eine lineare untere Schranke für die randomisierte Ein-Runden-
Kommunikationskomplexität von GT gezeigt. Sie haben dafür eine Technik verwendet,
die es erlaubt, die Anzahl der benutzten Runden auf Kosten der Fehlerwahrscheinlichkeit
und der Eingabegröße zu verkleinern. Diese Technik haben sie im sogenannten Round-
Elimination-Lemma (REL) festgehalten. Das Ergebnis von Sen und Venkatesh ist eine
stärkere Version des REL. Sie haben nicht nur die erreichten Schranken verbessert, auch
ihr Beweis des REL ist eleganter und intuitiver.

The original REL is sort of obsolete now - the bounds obtained by Sen and
Venkatesh are better and the proof is more elegant. 1

Während Miltersen et al. das REL mit kombinatorischen Mitteln bewiesen haben, benut-
zen Sen und Venkatesh Methoden aus der Informationstheorie.
Im ersten Abschnitt in diesem Kapitel fassen wir bekannte Resultate für die Kommuni-

kationskomplexität von GT kurz zusammen. Im zweiten Abschnitt werden wir alle nötigen
Grundlagen für den Beweis des REL herausarbeiten. Insbesondere zeigen wir ähnlich zum
Minimax-Prinzip von Yao für randomisierte Algorithmen, wie die Komplexität von ran-
domisierten Protokollen und deterministischen Protokollen mit einer Eingabeverteilung

1Auszug einer E-Mail von P.Bro Miltersen

20



3 Randomisierte Ein-Runden-Kommunikationskomplexität von GT

zusammenhängen. Außerdem geben wir eine ausführliche Einführung in die informati-
onstheoretischen Grundlagen, die wir für das REL benötigen. Im vorletzten Abschnitt
beweisen wir das REL von Sen und Venkatesh und wenden es im letzten Abschnitt auf
die GT Funktion an, um die lineare untere Schranke für die randomisierte Ein-Runden-
Komplexität zu zeigen.

3.1 Allgemeine Kommunikationskomplexität von GT

Wie der Name der greater than Funktion schon vermuten lässt, bekommt die Funktion
zwei Bitstrings als Eingabe und entscheidet, ob die Binärzahl des ersten Bitstrings echt
größer als die Binärzahl des zweiten Bitstrings ist. Formal machen wir folgende Definition.

Definition 3.1.1. Sei n ∈ N. Die Funktion GTn ∶ {0,1}n × {0,1}n → {0,1} ist definiert

durch GTn(a, b) = 1 ∶⇔ ∣a∣ > ∣b∣, wobei ∣x∣ ∶=
n−1
∑
i=0

2i ⋅ xi die durch x ∈ {0,1}n dargestellte
natürliche Zahl ist.
Mit GTn ∶ {0,1}n × {0,1}n → {0,1} bezeichnen wir die Negation von GTn, d.h.

GTn(a, b) = 1 ⇔ GTn(a, b) = 0. Das bedeutet also GTn(a, b) = 1 genau dann, wenn ∣a∣
kleiner oder gleich ∣b∣ ist.

Das Kommunikationsproblem für GTn ist dann folgendes:

• Alice erhält alle Bits des ersten Eingabebitstrings a ∈ {0,1}n.

• Bob erhält alle Bits des zweiten Eingabebitstrings b ∈ {0,1}n.

• Ziel: Berechnung von GTn(a, b).

Jedes Kommunikationsproblem lässt sich lösen, indem Alice ihre Eingabe einfach an Bob
sendet und Bob dann den Funktionswert berechnet und an Alice verschickt. Im Falle von
deterministischen Kommunikationsprotokollen kann man sehr leicht zeigen, dass dieses
triviale Protokoll auch optimal für GTn ist. D.h., die deterministische Kommunikations-
komplexität von GTn ist genau n + 1 (siehe z.B. [KN97]).
Kann uns Randomisierung bei der Berechnung von GTn helfen? Falls wir nur einseitigen

Fehler für das Kommunikationsprotokoll erlauben, lautet die Antwort „Nein“. Dies liegt
daran, dass selbst die Kommunikationskomplexität für nichtdeterministische Protokolle
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(welche man sich z.B. als randomisierte Protokolle mit unbeschränktem einseitigen Fehler
vorstellen kann) linear ist (siehe [KN97]). Falls aber zweiseitiger Fehler erlaubt ist, kön-
nen wir ein Protokoll angeben, das GTn mit O(log2 n) Bits berechnet. Dieses Protokoll
nutzt es aus, dass das Testen zweier Bitstrings auf Gleichheit im randomisierten Modell
einfach ist. Mit einer Hash-Funktion erzeugen Alice und Bob einen Fingerabdruck (Fin-
gerprinting-Methode) ihrer Eingabe, der nur logarithmisch viele Bits benötigt. Wenn die
Hash-Funktion geeignet gewählt ist, sind diese Fingerabdrücke gleich, falls die Eingaben
gleich sind, und mit hoher Wahrscheinlichkeit (≥ 1 − 1/n) nicht gleich, falls die Einga-
bebitstrings verschieden sind. Insgesamt braucht man O(logn) Bits für die Auswahl der
Hash-Funktion und O(logn) Bits für den Fingerabdruck (siehe [KN97]). Die Idee für das
Protokoll für GT ist eine binäre Suche nach dem höchstwertigen Bit der Eingabebitstrings,
das verschieden ist. D.h., wir testen zuerst, ob die beiden Bitstrings bestehend aus jeweils
den n/2 höchstwertigen Bits gleich sind. Falls der Test negativ ausfällt, unterteilen wir
diese n/2 höchstwertigen Bits in zwei Hälften und fahren rekursiv fort. Sonst unterteilen
wir die n/2 niedrigstwertigen Bits. Falls einmal alle Tests positiv ausgehen, verwerfen wir
die Eingabe. Falls die binäre Suche bei einer einzelnen Bitposition angelangt ist, werden
die Bits dieser Position verglichen und entsprechend verworfen oder akzeptiert. Falls die
Eingabebitstrings gleich sind, wird auf jeden Fall verworfen, da die Gleichheitstests mit
Wahrscheinlichkeit 1 positiv ausgehen. Falls die Bitstrings verschieden sind, kann nur ein
Fehler passieren, falls ein Test positiv ausgeht, obwohl die Teilstrings verschieden waren.
D.h., die Fehlerwahrscheinlichkeit ist nach oben beschränkt durch die Wahrscheinlichkeit,
dass mindestens ein Test einen Fehler macht. Nach der Vereinigungsschranke ist diese
Wahrscheinlichkeit höchstens logn

n und damit klein genug. Es ist sogar möglich, ein Proto-
koll anzugeben, das eine konstante Fehlerwahrscheinlichkeit hat dafür aber nur O(logn)
Bits benötigt (siehe [KN97]).
Das Protokoll zur Berechnung von GTn braucht logn Runden. Zum Beweis von expo-

nentiellen unteren Schranken der randomisierten OBDD Größe einer Funktion f brauchen
wir nach Lemma 2.3.4 lineare Ein-Runden-Kommunikationskomplexität für f . Daher hof-
fen wir, dass die logn Runden wirklich nötig sind, um die Anzahl an ausgetauschten Bits
zu senken. Wie wir erfreulicherweise am Ende des Kapitels sehen werden, kann es kein ran-
domisiertes Ein-Runden-Protokoll mit sublinearer Kommunikationskomplexität für GTn
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geben.

3.2 Benötigte Grundlagen

Für den Beweis des REL benötigen wir einige Grundlagen, die wir in diesem Abschnitt
herausarbeiten werden. Zuerst betrachten wir eine Methode, um unter anderem unte-
re Schranken für die Komplexität von randomisierten Protokollen zu beweisen. Zu die-
sem Zweck betrachten wir deterministische Protokolle mit einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf den Eingaben und deren Fehlerwahrscheinlichkeit bzgl. der Eingabeverteilung
bestimmt wird. (siehe [KN97])

Definition 3.2.1. Sei f ∶X ×Y → {0,1}, µ eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf X ×Y
und ε > 0. Die (µ, ε)-verteilungsbezogene Kommunikationskomplexität Dµ,ε(f) ((µ, ε)-
distributional communication complexity) ist die minimale Komplexität eines determinis-
tischen Kommunikationsprotokolls für f , dessen Fehlerwahrscheinlichkeit bzgl. µ höchstens
ε ist. Das bedeutet, das Protokoll berechnet mindestens einen 1 − ε Anteil der Eingaben
gewichtet mit µ korrekt.

Als einfaches Beispiel betrachten wir Duniform,1/4(GTn), wobei uniform die Gleichver-
teilung auf {0,1}n×{0,1}n ist. Wir betrachten das folgende sehr einfache Kommunikations-
protokoll für die Eingabe (a, b) ∈ {0,1}n ×{0,1}n: Alice sendet das höchstwertige Bit an−1

ihrer Eingabe an Bob. Bob akzeptiert genau dann, wenn an−1 > bn−1 ist. Wenn an−1 ≠ bn−1

ist, dann berechnet das Protokoll den Wert von GTn(a, b) korrekt. Falls an−1 = bn−1 ist,
gibt das Protokoll für mehr als die Hälfte der Eingaben dieser Art korrekt 0 aus. Das
Protokoll berechnet also für mehr als 3/4 der Eingaben die Ausgabe korrekt. Da wir die
Gleichverteilung gewählt haben, ist die Fehlerwahrscheinlichkeit somit kleiner 1/4. Damit
gilt Duniform,1/4(GTn) ≤ 2.
Im nächsten Unterabschnitt werden wir sehen, wie uns diese Protokolle helfen können,

untere Schranken für die randomisierte Kommunikationskomplexität zu beweisen.

3.2.1 Minimax-Prinzip für randomisierte Kommunikationsprotokolle

Wenn wir deterministische Protokolle für bestimmte Eingaben (oder auch für eine Vertei-
lung auf den Eingaben) betrachten, ist es oft leicht untere Schranken für die Kommunika-
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tionskomplexität zu beweisen. Im Gegensatz dazu ist der Beweis von unteren Schranken
für randomisierte Protokolle sehr schwierig. In [Yao77] hat Yao eine sehr wichtige Metho-
de zum Beweis von unteren Schranken für die Laufzeit von randomisierten Algorithmen
vorgestellt, die den Entwurf randomisierter Algorithmen als spieltheoretisches Problem
modelliert. Diese Idee werden wir in diesem Abschnitt dazu verwenden, um randomisierte
Kommunikationskomplexität mit Hilfe von verteilungsbezogener Kommunikationskomple-
xität zu charakterisieren.
Betrachten wir dazu für eine Funktion f ∶ X × Y → {0,1} und ein c ∈ N folgendes Spiel

zwischen den zwei Spielern Eva und Thomas:

• Eva wählt ein deterministisches Kommunikationsprotokoll P für f , das genau c Bits
austauscht.

• Thomas wählt eine Eingabe (x, y) ∈X × Y .

• Auszahlung: Eva bekommt 1 von Thomas, wenn die Ausgabe von P gleich dem
Funktionswert f(x, y) ist. Sonst geht Eva leer aus.

Ziel von Eva ist es, die Auszahlung zu maximieren, während Thomas probiert, die Auszah-
lung zu minimieren. In der Spieltheorie ist hier von einem Zweipersonen-Nullsummen-Spiel
die Rede, da der Gewinn von Eva gleich dem Verlust von Thomas ist. Auf den ersten Blick
ist nicht klar, wo die randomisierten Protokolle ins Spiel kommen. Die Spieler haben die
Möglichkeit ihre Auswahl entweder deterministisch (sog. reine Strategien) oder randomi-
siert (gemischte Strategien) vorzunehmen. Im Falle einer gemischten Strategie von Eva
liegt eine Verteilung auf deterministischen Protokollen vor. Wenn wir ein randomisiertes
Protokoll so verändern, dass die Zufallsbits am Anfang gezogen werden, und dann an-
hand dieser festen Zufallsbits deterministisch weiter gearbeitet wird, sehen wir, dass eine
gemischte Strategie von Eva äquivalent zu einem randomisierten Protokoll ist. Da der Zu-
fallsbitstring am Anfang des Protokolls festgelegt wird, hat jeder Spieler Kenntnis dieses
Zufallsbitstrings und somit liegen hier randomisierte Protokolle mit öffentlichem Zufall vor.
Es existieren nur endlich viele Eingaben aus X × Y und da wir uns auf eine feste Anzahl
an ausgetauschten Bits festgelegt haben, existieren auch nur endlich viele deterministische
Protokolle. Daher existieren auch nur endlich viele Strategien für Eva und Thomas.
Das Minimax-Theorem von Von Neumann (siehe [Neu28]) besagt folgendes.
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Theorem 3.2.2 (Minimax-Theorem von Von Neumann). Für jedes Zweipersonen-
Nullsummen-Spiel, bei dem gemischte Strategien erlaubt sind und nur endlich viele Stra-
tegien existieren, existiert ein Wert K und für Eva und Thomas jeweils eine gemischte
Strategie, so dass folgendes gilt:

• Befolgt Eva ihre Strategie, so ist K die beste (= minimale) Auszahlung, die Thomas
erreichen kann.

• Befolgt Thomas seine Strategie, so ist K die beste (= maximale) Auszahlung, die
Eva erreichen kann.

Mit Hilfe dieser Modellierung bekommen wir eine Charakterisierung der randomisierten
Kommunikationskomplexität mit öffentlichem Zufall (siehe [KN97]).

Theorem 3.2.3. Sei f ∶X × Y → {0,1} eine Funktion. Es gilt

Rpubε (f) = max{Dµ,ε(f) ∣ µ Verteilung auf X × Y }.

Beweis. Angenommen, es existiert ein randomisiertes Kommunikationsprotokoll P mit öf-
fentlichen Zufallsbits r und Fehler ε, das c Bits zur Kommunikation benötigt. D.h., für alle
Eingaben (x, y) ist die Fehlerwahrscheinlichkeit höchstens ε, wobei die Wahrscheinlichkeit
über die Wahl der Zufallsbits berechnet wird. Das bedeutet, dass für jede Eingabevertei-
lung µ die Fehlerwahrscheinlichkeit auch höchstens ε ist, wobei hier die Wahrscheinlichkeit
sowohl über die Zufallsbits als auch über die Eingabeverteilung berechnet wird. Denn für
jede Eingabeverteilung µ gilt

Pr
(x,y),r

[Fehler mit Zufallbitstring r und Eingabe (x, y)] =

∑
(x,y)

µ(x, y) ⋅Pr
r

[Fehler mit Zufallbitstring r und Eingabe (x, y)] ≤ ∑
(x,y)

µ(x, y) ⋅ ε = ε.

Dies bedeutet aber auch, dass für einen festen Zufallsbitstring r∗µ, der von der Eingabever-
teilung abhängt, die Fehlerwahrscheinlichkeit höchstens ε ist, wobei hier die Wahrschein-
lichkeit nur über die Eingabeverteilung berechnet wird. Angenommen für alle Zufallsbit-
strings ist die Fehlerwahrscheinlichkeit größer als ε, dann gilt

Pr
(x,y),r

[Fehler mit Zufallsbitstring r und Eingabe (x, y)]

= ∑
r

Pr [Zufallsbitstring = r] ⋅ Pr
(x,y)

[Fehler mit Zufallsbitstring r und Eingabe (x, y)]

> ∑
r

Pr [Zufallsbitstring = r] ⋅ ε = ε.
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Dies wäre im Widerspruch zur Fehlerschranke von höchstens ε. Damit haben wir für
jede Eingabeverteilung µ ein deterministisches Protokoll mit (µ, ε)-verteilungsbezogener
Komplexität von höchstens c, indem wir den Zufallsbitstring auf r∗µ in P fixieren. Damit
gilt max{Dµ,ε(f) ∣ µ Verteilung auf X × Y } ≤ Rpubε (f).
Nun kommen wir zum schwierigeren Beweisteil. Sei dazu

c = max{Dµ,ε(f) ∣ µ Verteilung auf X × Y },

die Anzahl an benötigten Bits für ein deterministisches Protokoll mit worst-case Vertei-
lung. Wir wollen jetzt die Existenz eines randomisierten Protokolls mit Fehler höchstens
ε nachweisen, das c Bits zur Kommunikation benötigt, um so Rpubε (f) ≤ max{Dµ,ε(f) ∣
µ Verteilung auf X×Y } zu zeigen. Hier kommt jetzt die spieltheoretische Modellierung ins
Spiel. Eva wählt ein deterministisches Protokoll, das genau c Bits für die Kommunikation
benötigt. Thomas wählt eine Eingabe (x, y). Eva erhält 1 von Thomas, wenn ihr Proto-
koll keinen Fehler auf (x, y) macht, sonst erhält sie nichts. Da c die verteilungsbezogene
Komplexität für eine worst-case Verteilung ist, kann Eva für jede gemischte Strategie von
Thomas (dies entspricht einer Verteilung auf den Eingaben) eine erwartete Auszahlung
von mindestens 1 − ε erreichen. Damit ist die Auszahlung in einer Lösung des Spiels auch
mindestens 1−ε. Da es sich hier um ein endliches Zweipersonen-Nullsummen-Spiel handelt,
existiert daher nach Theorem 3.2.2 eine gemischte Strategie von Eva (dies entspricht dem
randomisierten Protokoll mit öffentlichem Zufall), so dass Eva für jede Strategie von Tho-
mas eine Auszahlung von mindestens 1− ε bekommt. Damit haben wir ein randomisiertes
Protokoll, dass für jede Eingabe ein Fehler von höchstens ε hat. Daher gilt Rpubε (f) ≤ c.

Wir werden dieses Theorem im REL in zwei Richtungen anwenden: Im ersten Fall
haben wir ein randomisiertes Protokoll mit Fehler ε und Kommunikationskomplexität
l. Aus Theorem 3.2.3 folgt dann, dass für jede Eingabeverteilung ein deterministisches
Protokoll mit Komplexität höchstens l und Fehlerwahrscheinlichkeit ε existiert. Die zweite
Anwendung des Theorems benutzt die ≤-Beziehung der Aussage. Wir zeigen, dass für
alle Eingabeverteilungen µ die Komplexität Dµ,ε höchstens l ist. Nach Theorem 3.2.3
folgt dann die Existenz eines randomisierten Protokolls mit Kommunikationskomplexität
höchstens l und Fehler ε. Da dies kein konstruktiver Beweis ist, wissen wir nicht genau wie
die Protokolle aussehen. Dies ist für unsere Beweise jedoch nicht weiter von Bedeutung.
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3.2.2 Wahrscheinlichkeitstheorie

In den Beweisen zum REL kommen keine komplizierten Rechnungen mit Wahrscheinlich-
keiten vor. Die Hauptaufgaben erledigen die informationstheoretischen Aussagen aus dem
nächsten Abschnitt. Trotzdem benötigen wir eine bekannte Ungleichung aus der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, die wir in diesem Abschnitt erarbeiten.
Zuerst brauchen wir folgende aus der Analysis bekannte Definition.

Definition 3.2.4. Sei I ein reelles Intervall und f ∶ I → R eine Funktion. Die Funktion
f heißt konvex, wenn für alle x, y ∈ I mit x < y und t ∈ (0,1) gilt

f(tx + (1 − t)y) ≤ tf(x) + (1 − t)f(y).

f heißt konkav, wenn die Funktion −f konvex ist, d.h., es gilt

f(tx + (1 − t)y) ≥ tf(x) + (1 − t)f(y).

Anschaulich bedeutet die Definition einer konvexen Funktion, dass alle Funktionswerte
der Funktion zwischen zwei beliebigen Stellen x und y unterhalb oder auf der Geraden lie-
gen, die die beiden Funktionswerte f(x) und f(y) miteinander verbindet. Analog bedeutet
konkav, dass alle Funktionswerte oberhalb oder auf der Verbindungsgeraden liegen.
Die sogenannte Jensen Ungleichung besagt, dass die Ungleichung in der Definition von

konvexen Funktion auch für mehr als nur zwei Stützstellen gilt. Seien dazu x1, . . . , xn

verschiedene Stellen aus dem Intervall I. Eine Konvexkombination von x1, . . . , xn ist eine
gewichtete Summe

n

∑
i=1
λixi, wobei

n

∑
i=1
λi = 1 und λi ≥ 0 gilt. Die Jensen-Ungleichung besagt

dann:
f(

n

∑
i=1
λixi) ≤

n

∑
i=1
λif(xi).

Wir brauchen die Ungleichung im Zusammenhang mit dem Erwartungswert einer Zufalls-
variable. Da der Erwartungswert eine Konvexkombination von den Werten der Zufalls-
variable ist, ist die obige Formulierung äquivalent zu f(E(X)) ≤ E(f(X)), die wir nun
beweisen werden (für den Beweis siehe auch [CT06]).

Theorem 3.2.5. Sei f eine konvexe Funktion und X eine Zufallsvariable. Dann gilt

f(E(X)) ≤ E(f(X)).
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Beweis. Wir beweisen die Aussage per vollständiger Induktion über die Anzahl an Stütz-
stellen, d. h. in unserem Fall über die Anzahl an Werten x1, . . . , xn, die die Zufallsvariable
annehmen kann. Sei p(x) die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis X = x. Für n = 2 folgt
die Behauptung aus der Definition von konvex. Sei die Aussage wahr für n = k. Seien
x1, . . . , xk+1 die möglichen Werte von X. Wir setzen

p′(xi) = p(xi)/(1 − p(xk+1)) für i = 1, . . . , k.

Dann gilt

f(E(X)) = f (
k+1
∑
i=1

p(xi)xi)

= f (p(xk+1)xk+1 + (1 − p(xk+1))
k

∑
i=1
p′(xi)xi)

f konvex
≤ p(xk+1)f(xk+1) + (1 − p(xk+1))f (

k

∑
i=1
p′(xi)xi)

I.V.
≤ p(xk+1)f(xk+1) + (1 − p(xk+1))

k

∑
i=1
p′(xi)f(xi)

=
k+1
∑
i=1

p(xi)f(xi)

Für konkave Funktionen lässt sich leicht aus der Jensen Ungleichung folgendes Korollar
herleiten.

Korollar 3.2.6. Sei f eine konkave Funktion und X eine Zufallsvariable. Dann gilt

f(E(X)) ≥ E(f(X)).

Beweis. Nach der Definition von konkav ist die Funktion −f konvex. Nach der Jensen
Ungleichung gilt also

−f(E(X)) ≤ E(−f(X)) = −E(f(X)),

denn es gilt E(cX) = cE(X) für alle konstanten c ∈ R. Somit folgt die Behauptung.
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3.2.3 Informationstheorie

In diesem Abschnitt werde wir einige Begriffe und Aussagen aus der Informationstheorie
behandeln. Einen guten Überblick über dieses Themengebiet liefert das Buch [CT06] von
Cover und Thomas, an dem wir uns in diesem Kapitel größtenteils orientieren werden,
d.h., falls es nicht anders angegeben ist, stammen die Definitionen und Sätze in diesem
Abschnitt aus diesem Buch.
In der Informationstheorie ist man an dem Informationsgehalt einer Zufallsvariable in-

teressiert. Die ersten Definitionen behandeln daher unterschiedliche Maße, um den Infor-
mationsgehalt einer Zufallsvariable, den Informationsgehalt einer Zufallsvariable über eine
andere Zufallsvariable und den Abstand zweier Zufallsvariablen zu messen.

Definition 3.2.7. Sei X ∶ Ω → R eine diskrete Zufallsvariable (d. h., die Ergebnismen-
ge Ω ist endlich bzw. abzählbar unendlich) mit Wertebereich X = {X(ω) ∣ ω ∈ Ω} und
Dichtefunktion pX(x) = Pr[X = x] für x ∈ X . Die Entropie H(X) von X ist definiert
durch

H(X) ∶= − ∑
x∈X

pX(x) log pX(x).

Wir setzen dabei pX(x) log pX(x) = 0 für pX(x) = 0, da die Funktion x logx gegen Null
konvergiert für x→ 0.

Die Entropie einer Zufallsvariable misst die Unsicherheit über den Wert einer Zufalls-
variable bzw. gibt an, wie viel Information wir gewinnen, wenn wir den Wert der Zufalls-
variable erfahren. Da wir den Logarithmus zur Basis 2 benutzen, wird diese Informati-
on/Unsicherheit in Bits gemessen. Die Entropie H(X) gibt damit die durchschnittliche
Anzahl an benötigten Bits an, die wir benötigen, um den Wert der Zufallsvariable zu ko-
dieren. Betrachten wir zwei Beispiele für die Entropie. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen,
die n ∈ N verschiedene Werte annehmen können. Die Dichtefunktion von X sei hier die
Gleichverteilung, d.h. pX(x) = 1/n für alle x ∈ X , und die Zufallsvariable Y nimmt mit
Wahrscheinlichkeit 1 genau einen Wert an. Dann gilt

H(X) = − ∑
x∈X

1
n

log 1
n
= n 1

n
logn = logn

und
H(Y ) = − ∑

y∈Y
pY (y) log pY (y) = 1 log 1 = 0.

29



3 Randomisierte Ein-Runden-Kommunikationskomplexität von GT

Dies entspricht der oben beschriebenen Charakterisierung der Entropie als Anzahl unsi-
cherer Bits. Im Falle der Gleichverteilung sind alle Bits nicht vorhersagbar, während im
Extremfall von Y alle Bits vorher feststehen.

Definition 3.2.8. Seien X,Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung
p(X,Y )(x, y) = Pr[X = x,Y = y]. Dann definieren wir

1. die gemeinsame Entropie von X und Y als

H(X,Y ) ∶= − ∑
x∈X
∑
y∈Y

p(X,Y )(x, y) log p(X,Y )(x, y).

2. die bedingte Entropie von Y gegeben X als

H(Y ∣X) ∶= ∑
x∈X

pX(x)H(Y ∣X = x),

wobei H(Y ∣ X = x) die Entropie der Zufallsvariable Y unter der Bedingung X = x
bezeichnet. D.h. für p(y ∣ x) ∶= Pr[Y ∣X = x] ist

H(Y ∣X = x) = − ∑
y∈Y

p(y ∣ x) log p(y ∣ x).

Wenn klar ist, zu welcher Zufallsvariable eine Dichtefunktion gehört, lassen wir im wei-
teren Verlauf den Index der Dichtefunktionen weg und deuten durch den Variablennamen
an, welche Zufallsvariable gemeint ist (z.B. p(y) = pY (y)).
Wie man es erwartet und der nächste Satz auch zeigen wird, ist die gemeinsame Entro-

pie zweier Zufallsvariablen gleich der Summe der Entropie einer Zufallsvariablen und der
bedingten Entropie von der anderen Zufallsvariable.

Theorem 3.2.9 (Kettenregel für die Entropie).

H(X,Y ) =H(X) +H(Y ∣X)

Beweis. Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und der Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit p(x)p(y ∣ x) = p(y)p(x ∣ y) = p(x, y) gilt

p(x) = ∑
y

p(y)p(x ∣ y) = ∑
y

p(x, y).
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Durch Einsetzen der Definition der Entropie und kleine Umformungen erhalten wir damit

H(X,Y ) = − ∑
x∈X
∑
y∈Y

p(x, y) log p(x, y)

= − ∑
x∈X
∑
y∈Y

p(x, y) log p(x)p(y ∣ x)

= − ∑
x∈X
∑
y∈Y

p(x, y) log p(x) − ∑
x∈X
∑
y∈Y

p(x, y) log p(y ∣ x)

= − ∑
x∈X

p(x) log p(x) − ∑
x∈X
∑
y∈Y

p(x)p(y ∣ x) log p(y ∣ x)

= H(X) +H(Y ∣X).

Die Gleichung gilt auch dann, wenn auf beiden Seiten der Kettenregel die gleiche Be-
dingung hinzugefügt wird

H(X,Y ∣ Z) =H(X ∣ Z) +H(Y ∣X,Z).

Der Beweis verläuft analog zu dem unbedingten Fall. Damit kann durch induktives Anwen-
den die Kettenregel auch auf eine größere Menge von Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn erweitert
werden:

H(X1,X2) = H(X1) +H(X1 ∣X2)

H(X1,X2,X3) = H(X1) +H(X2,X3 ∣X1)

= H(X1) +H(X2 ∣X1) +H(X3 ∣X2,X1)
...

H(X1, . . . ,Xn) =
n

∑
i=1
H(Xi ∣Xi−1, . . . ,X1)

Als nächstes führen wir eine Art Abstandsmaß zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen ein.

Definition 3.2.10. Die relative Entropie oder Kullback Leibler Divergenz zweier Dich-
tefunktionen p(x) und q(x) ist definiert durch

D(p ∥ q) ∶= ∑
x∈X

p(x) log p(x)
q(x)

.

Wie schon bei der Definition zur Entropie setzen wir begründet durch die Grenzwerte
0 log 0

q = 0 und p log p
0 = ∞ für p ≠ 0.
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Die relative Entropie ist keine Metrik, da sie weder symmetrisch ist noch die Dreiecks-
ungleichung erfüllt. Betrachte z.B. p(0) = p(1) = 1/2 und q(0) = 1/3 und q(1) = 2/3. Dann
gilt

D(p ∥ q) = p(0) log p(0)
q(0)

+ p(1) log p(1)
q(1)

= 1/2 ⋅ log 3/2 + 1/2 ⋅ log 3/4 ≈ 0.085

D(q ∥ p) = q(0) log q(0)
p(0)

+ q(1) log q(1)
p(1)

= 1/3 ⋅ log 2/3 + 2/3 ⋅ log 4/3 ≈ 0.082

Im weiteren hilft uns aber die Ansicht, dass die relative Entropie in gewisser Weise die
„Distanz“ zwischen zwei Verteilungen misst.
Es gilt D(p ∥ q) ≥ 0 mit Gleichheit genau dann, wenn p = q ist (hier ohne Beweis). Diese

Aussage bringt uns zu einer oberen Schranke für die Entropie.

Theorem 3.2.11. Für eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich X gilt

0 ≤H(X) ≤ log ∣X ∣.

Beweis. Die untere Schranke sehen wir leicht, da aus 0 ≤ p(x) ≤ 1 folgt log p(x) ≤ 0 und
damit H(X) ≥ 0 gilt.
Für die obere Schranke sei u(x) = 1

∣X ∣
für alle x ∈ X die Gleichverteilung über X und p

die Dichtefunktion von der Zufallsvariablen X. Dann gilt

0 ≤D(p ∥ u) = ∑
x∈X

p(x) log p(x)
u(x)

= log ∣X ∣ ∑
x∈X

p(x) + ∑
x∈X

p(x) log p(x) = log ∣X ∣ −H(X)

und damit die Behauptung.

Kommen wir nun zur wesentlichen Definition der wechselseitigen Information. Wir sind
später daran interessiert, wie viel Information eine Zufallsvariable (z.B. eine Nachricht von
Alice im Kommunikationsprotokoll) über eine andere Zufallsvariable (z.B. die Eingabe von
Alice) enthalten kann.

Definition 3.2.12. Für zwei diskrete Zufallsvariablen X,Y ist die wechselseitige Infor-
mation I(X ∶ Y ) definiert durch

I(X ∶ Y ) =H(X) +H(Y ) −H(X,Y ).
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Durch Anwenden der Kettenregel für die gemeinsame Entropie (Theorem 3.2.9) ist dies
äquivalent zu

I(X ∶ Y ) =H(X) −H(X ∣ Y ) =H(Y ) −H(Y ∣X).

Die bedingte wechselseitige Information von X und Y gegeben eine weitere Zufallsvariable
Z ist definiert durch

I(X ∶ Y ∣ Z) ∶=H(X ∣ Z) −H(X ∣ Y,Z) =H(Y ∣ Z) −H(Y ∣X,Z).

Das bedeutet, die wechselseitige Information misst die Unsicherheit über X bzw. Y , die
übrig bleibt, wenn wir den Ausgang von Y bzw.X kennen. Aus Sicht der relativen Entropie
ist die wechselseitige Information gleich dem „Abstand“ der gemeinsamen Verteilung von
X und Y und der Produktverteilung der Randverteilungen von X und Y .

Theorem 3.2.13. Für zwei diskrete Zufallsvariablen X und Y mit Dichtefunktionen
pX(x) und pY (y) sei p(x, y) = Pr[X = x,Y = y] die gemeinsame Verteilung. Weiter
sei (pX ⊗ pY )(x, y) = Pr[X = x] ⋅ Pr[Y = y] = pX(x)pY (y) die Produktverteilung der
Randverteilungen pX und pY . Dann gilt

I(X ∶ Y ) =D(p ∥ pX ⊗ pY ).

Beweis. Durch einfaches Einsetzen der Definitionen erhalten wir

D(p ∥ pX ⊗ pY ) = ∑
x,y

p(x, y) log p(x, y)
pX(x)pY (y)

= −∑
x,y

p(x, y) log pX(x) −∑
x,y

p(x, y) log pY (y) +∑
x,y

p(x, y) log p(x, y)

= −∑
x

pX(x) log pX(x) −∑
y

pY (y) log pY (y) +∑
x,y

p(x, y) log p(x, y)

= H(X) +H(Y ) −H(X,Y )

= I(X ∶ Y ).

Aus Theorem 3.2.13 folgt damit auch, dass I(X ∶ Y ) ≥ 0 und I(X ∶ Y ) = 0 genau
dann, wenn X und Y unabhängig sind. Das sind Eigenschaften, die man intuitiv auch von
wechselseitiger Information erwartet hat.
Analog zur Entropie können wir auch eine Kettenregel für die wechselseitige Information

angeben.
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Theorem 3.2.14 (Kettenregel für die wechselseitige Information).

I(X1, . . . ,Xn ∶ Y ) =
n

∑
i=1
I(Xi ∶ Y ∣Xi−1, . . .X1)

Beweis. Durch Anwenden der Definition I(X ∶ Y ) = H(X) − H(X ∣ Y ) bzw.
I(X ∶ Y ∣ Z) =H(X ∣ Z) −H(X ∣ Y,Z) und der Kettenregel für die Entropie erhalten wir

I(X1, . . . ,Xn ∶ Y ) = H(X1, . . . ,Xn) −H(X1, . . . ,Xn ∣ Y )

=
n

∑
i=1
H(Xi ∣Xi−1, . . . ,X1) −

n

∑
i=1
H(Xi ∣Xi−1, . . . ,X1, Y )

=
n

∑
i=1
I(Xi ∶ Y ∣Xi−1, . . . ,X1)

Für den Beweis des REL benötigen wir noch drei Beobachtungen (ohne Beweis aus
[SV08]), die leicht aus den Definitionen und bekannten Resultaten folgen.

Lemma 3.2.15. Seien X,Y,Z diskrete Zufallsvariablen. Dann gilt

1. I(X ∶ Y ) ≤ log ∣X ∣, wobei X der Wertebereich von X ist.

2. I(X,Y ∶ Z) = I(X ∶ Z) + I(Y ∶ Z,X) − I(X ∶ Y ). Insbesondere ist
I(X,Y ∶ Z) = I(X ∶ Z) + I(Y ∶ Z,X), wenn X und Y unabhängig sind.

3. Ein Spezialfall der Kettenregel für die wechselseitige Information ist
I(Y ∶ Z,X) = I(X ∶ Y ) + I((Y ∶ Z) ∣X).

Beweis. Es gilt I(X ∶ Y ) = H(X) −H(X ∣ Y ) und damit folgt aus Theorem 3.2.11 die
erste Aussage I(X ∶ Y ) ≤ log ∣X ∣.
Für die zweite Aussage benutzen wir die Definition I(X ∶ Y ) =H(X)+H(Y )−H(X,Y )

und die einfache Beobachtung, dass H(X,Y ) =H(Y,X) gilt:

I(X,Y ∶ Z) = H(X,Y ) +H(Z) −H(X,Y,Z)

= (H(X) +H(Z) −H(X,Z)) + (H(Y) +H(Z,X) −H(Z,Y,X))

−(H(X) +H(Y) −H(X,Y ))

= I(X ∶ Z) + I(Y ∶ Z,X) − I(X ∶ Y )
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Wenn X und Y unabhängig sind, ist die wechselseitige Information von X und Y gleich
Null und daher gilt auch I(X,Y ∶ Z) = I(X ∶ Z) + I(Y ∶ Z,X).
Da die wechselseitige Information symmetrisch ist, gilt I(Y ∶ ZX) = I(ZX ∶ Y ). Anwen-

den der Kettenregel aus Theorem 3.2.14 liefert uns die dritte Aussage.

Wie wir bereits gesehen haben, misst die relative Entropie intuitiv den Abstand zwei-
er Verteilungen, aber sie ist keine Metrik im mathematischen Sinne. Wir definieren als
nächstes die sogenannte L1 Distanz zweier Verteilungen, die eine Metrik auf dem Raum
der Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Ergebnismenge Ω definiert.

Definition 3.2.16. Die L1 Distanz (Totalvariationsabstand) zwischen zwei Wahrschein-
lichkeitsverteilungen P ∶ Ω → [0,1] und Q ∶ Ω → [0,1] auf der diskreten Ergebnismenge Ω
ist definiert durch

∥ P −Q ∥1∶= ∑
ω∈Ω

∣P (ω) −Q(ω)∣.

In dieser Definition erlauben wir auch Dichtefunktionen von Zufallsvariablen anstelle von
Verteilungen, indem wir den Wertebereich der Zufallsvariable einfach als Ergebnismenge Ω
interpretieren. Zuerst zeigen wir eine alternative Definition der L1 Distanz, die auch oft in
der Literatur verwendet wird und die uns eine Abschätzung der Summe ∑

ω∈Ω
P (ω) −Q(ω)

liefert.

Beobachtung 3.2.17. Es gilt
1
2
∥ P −Q ∥1= max

A⊆Ω
∑
ω∈A

(P (ω) −Q(ω)).

Beweis. Sei B ⊆ Ω die Menge aller Elemente ω ∈ Ω mit P (ω) > Q(ω). Da P eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung ist, gilt

∑
ω∈B

P (ω) = 1 − ∑
ω∈Ω/B

P (ω) (analog auch für Q).

Damit haben wir

∥ P −Q ∥1 = ∑
ω∈Ω

∣P (ω) −Q(ω)∣

= ∑
ω∈B

(P (ω) −Q(ω)) + ∑
ω∈Ω/B

(Q(ω) − P (ω))

= ∑
ω∈B

(P (ω) −Q(ω)) + 1 − ∑
ω∈B

Q(ω) − (1 − ∑
ω∈B

P (ω))

= 2 ∑
ω∈B

(P (ω) −Q(ω)).
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Da alle Elemente aus B auch in einer Menge A∗ enthalten sein müssen, die
max
A⊆Ω

∑
ω∈A

(P (ω) − Q(ω)) = ∑
ω∈A∗

(P (ω) − Q(ω)) erfüllt, und für alle Elemente ω ∈ A∗/B

die Wahrscheinlichkeiten P (ω) und Q(ω) gleich sein müssen, folgt die Behauptung.

Die folgende (nicht triviale) Beziehung zwischen der L1 Distanz und der relativen Entro-
pie wollen wir hier ohne Beweis festhalten (siehe z.B. Lemma 12.6.1 in [CT06] für einen
Beweis).

Theorem 3.2.18. Seien P und Q Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Dann gilt

D(P ∥ Q) ≥ 1
2 ln 2

∥ P −Q ∥2
1 .

Wie wir in Theorem 3.2.13 gesehen haben, ist die wechselseitige Information zweier
Zufallsvariablen gleich der relativen Entropie von ihrer gemeinsamen Verteilung und der
Produktverteilung. In Kombination mit Theorem 3.2.18 bekommen wir das sogenann-
te Average Encoding Theorem in der klassischen Form. Das Average Encoding Theorem
wurde zuerst von Klauck, Nayack, Ta-Shma und Zuckerman in [KNTSZ01] für die Quan-
teninformationstheorie bewiesen. Aus diesem Theorem folgt auch die klassische Variante,
die wir hier betrachten (siehe [SV08]).

Theorem 3.2.19. Seien X und M Zufallsvariablen und pX die Dichtefunktion von X.
Sei Πx die bedingte Verteilung von M gegeben X = x und Π = ∑

x
pX(x)Πx die Verteilung

von M . Dann gilt
∑
x

pX(x) ∥ Πx −Π ∥1≤
√

(2 ln 2)I(X ∶M).

Beweis. Sei p(x,m) die gemeinsame Verteilung vonX undM , d.h. p(x,m) = pX(x)Πx(m),
und (pX ⊗Π)(x,m) = pX(x)Π(m) die Produktverteilung von X und M . Nach Theorem
3.2.13 gilt dann I(X ∶M) =D(p ∥ pX⊗Π). Nach der Definition der Totalvariationsdistanz
gilt

∥ p − (pX ⊗Π) ∥1 = ∑
x,m

∣pX(x)Πx(m) − pX(x)Π(m)∣

= ∑
x

pX(x)∑
m

∣Πx(m) −Π(m)∣

= ∑
x

pX(x) ∥ Πx −Π ∥1 .
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Und mit Theorem 3.2.18 folgt dann
√

(2 ln 2)I(X ∶M) =
√

(2 ln 2)D(p ∥ pX ⊗Π) ≥∥ p − (pX ⊗Π) ∥1= ∑
x

pX(x) ∥ Πx −Π ∥1 .

Betrachten wir ein konkretes Beispiel für ein besseres Verständnis des Average Encoding
Theorems. Sei X die Zufallsvariable für die Eingabe von Alice (bzgl. einer Eingabevertei-
lung) und M die Zufallsvariable für die erste Nachricht von Alice. Falls die Information,
die die erste Nachricht über Alices Eingabe hergibt, klein ist, d.h. I(X ∶M) klein ist, dann
besagt das Average Encoding Theorem, dass die durchschnittliche Nachricht fast so gut wie
die tatsächliche Nachricht ist. Das würde bedeuten, dass Bob sich diese durchschnittliche
Nachricht selber erzeugen kann, und wir so eine Runde einsparen können.

3.3 Das Round Elimination Lemma

Nun haben wir alle nötigen Grundlagen zusammen, um das REL zu beweisen. Die in
diesem Abschnitt enthaltenen Definitionen und Sätze sind wie anfangs erwähnt aus der
Arbeit von P. Sen und S. Venkatesh ([SV08]).
Betrachten wir folgendes Kommunikationsproblem:

• Alice bekommt x1, . . . , xm als Eingabe.

• Bob bekommt y und i ∈ {1, . . . ,m} als Eingabe.

• Ziel: Berechnung von GT (xi, y).

Alice beginnt mit der ersten Nachricht. Wenn diese Nachricht nur wenige Bits benutzt,
kann diese Nachricht wenig nützliche Informationen über Alices Eingabe beinhalten, da
Alice i noch nicht kennt. D.h., wir können die erste Nachricht im Prinzip überspringen
und erst bei der zweiten anfangen. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 3.3.1. Sei m ≥ 1. Im Kommunikationsproblem GT
(m),A
n erhält Alice als Ein-

gabe x1, . . . xm ∈ {0,1}n und Bob y ∈ {0,1}n, i ∈ {1, . . . ,m} sowie Kopien von x1, . . . , xi−1.
Alice beginnt mit der ersten Nachricht. Ziel ist es GTn(xi, y) zu berechnen.
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Die Intuition des REL ist folgende: Wir betrachten ein deterministisches Protokoll mit
einer Eingabeverteilung, bei der i gleichverteilt gezogen wird (was der worst-case für Alice
wäre). Wenn Alice nun l1 Bits für ihre erste Nachricht verwendet, dann sind im Erwar-
tungswert l1/m Bits nützlich für Bob. Wenn Bob diese Bits einfach raten würde, würde
er mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 − 2−l1/m diese Bits nicht korrekt raten. Das be-
deutet, die Fehlerwahrscheinlichkeit sollte sich um 1 − 2−l1/m erhöhen, wenn wir die erste
Nachricht weglassen und Bob die Nachricht rät. Aus der bekannten Abschätzung für die
Exponentialfunktion ex ≤ 1

1−x für x < 1 folgt

e1− 1
2x ≤ 1

1 − 1 + 2−x
= 2x

und damit 1 − 2−l1/m ≤ l1/m. Durch das REL erreichen wir einen etwas schlechteren ad-
ditiven Fehler von O(

√
l1/m), da die Fehlerabschätzung hier etwas vereinfacht dargestellt

ist.
Im Folgenden benutzen wir die Notation εµP , um den Fehler eines Protokolls P über die

Eingabeverteilung µ zu beschreiben (oder im Falle eines randomisierten Protokolls noch
zusätzlich über die Zufallsbits). Um die Länge der einzelnen Nachrichten und den Spieler
mit der ersten Nachricht für ein Protokoll explizit angeben zu können, machen wir folgende
Definition.

Definition 3.3.2. Ein randomisiertes [k, l1, . . . , lk]S Protokoll ist ein k-Runden Protokoll,
bei dem Alice (S = A) oder Bob (S = B) anfängt, und die i-te Nachricht li Bits benötigt
für i = 1, . . . , k.

Für das REL brauchen wir eine Hilfsaussage, so dass wir aus einem randomisierten
[k, l1, . . . , lk]A Protokoll P mit Eingabeverteilung µ und Fehler εµP die Existenz eines de-
terministischen Protokolls P ′ mit Fehler εµP ′ ≤ ε

µ
P +

√
(2 ln 2)I(X ∶M) nachweisen können,

wobei X die Zufallsvariable von Alices Eingabe undM die Zufallsvariable der ersten Nach-
richt bezeichnet. Der grobe Ablauf des Beweises dieser Hilfsaussage sieht folgendermaßen
aus:

1. Wir definieren ein neues randomisiertes Protokoll Q, das die erste Nachricht erzeugt,
ohne die Eingabe von Alice zu betrachten.

2. Wir zeigen mit Hilfe des Average Encoding Theorems, dass die Fehlerwahrschein-
lichkeit von Q durch εµP +

√
(2 ln 2)I(X ∶M) nach oben beschränkt ist.
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3. Da die erste Nachricht in Q unabhängig ist von der Eingabe, kann Bob sich diese
Nachricht selbst generieren. D.h., wir haben ein randomisiertes [k − 1, l2, . . . , lk]B

Protokoll mit Fehler von εµQ.

4. Festlegen der Zufallsbits liefert uns das gewünschte deterministische [k−1, l2, . . . , lk]B

Protokoll.

Mit Hilfe dieser Aussage können wir das REL beweisen. Das REL besagt, dass wir aus
der Existenz eines randomisierten [k, l1, . . . , lk]A Protokolls für GT (m),A

n mit öffentlichem
Zufall und Fehler kleiner als δ die Existenz eines [k−1, l2, . . . , lk]B Protokolls für GTn mit
öffentlichem Zufall und Fehler kleiner als δ +

√
(2l1 ln 2)/m nachweisen können. Auch hier

geben wir kurz den groben Ablauf des Beweises an:

1. Angenommen es existiert ein randomisiertes [k, l1, . . . , lk]A Protokoll P für GT (m),A
n

mit öffentlichem Zufall und Fehler kleiner als δ.

2. Idee zur Existenz des Protokolls für GTn:
Wir zeigen, dass für jede Eingabeverteilung µ auf {0,1}n × {0,1}n ein determinis-
tisches [k − 1, l2, . . . , lk]B Protokoll für GTn mit Fehler kleiner als δ +

√
(2l1 ln 2)/n

existiert. Aus dem Minimax-Prinzip (Theorem 3.2.3) folgt die Existenz eines rando-
misierten [k−1, l2, . . . , lk]B Protokolls für GTn mit gleicher Fehlerwahrscheinlichkeit.

3. Idee zur Konstruktion eines deterministischen Protokolls für GTn mit einer Einga-
beverteilung µ:

a) Aus dem Minimax-Prinzip folgt, dass für jede Eingabeverteilung auf Eingaben
für GT (m),A

n ein deterministisches Protokoll P ′ existiert, dass die gleiche Anzahl
an Bits wie P versendet und die gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit (bzgl. der
Eingabeverteilung) hat.

b) Wir wählen die Verteilung µ′ so, dass Paare (xj , yj) zufällig nach µ gezogen
werden und i gleichverteilt zufällig gewählt wird. Dann erhalten Alice x1, . . . , xm

und Bob i und yi als Eingaben.

c) Die Verteilung ist so gewählt, dass die erwartete relevante Information (in P ′),
die Bob von der ersten Nachricht erhält, durch l1/m nach oben beschränkt ist.
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d) Wir konstruieren für alle i, x1, . . . , xi−1 ein randomisiertes Protokoll Pi;x1,...,xi−1

für GTn aus Q, so dass der erwartete Fehler (bzgl. µ) dieser Protokolle gleich
dem Fehler von P ′ ist (bzgl. µ′ und der Bedingung, dass i, x1, . . . , xi−1 gegeben
sind).

e) Mit der Hilfsaussage erhalten wir aus diesen randomisierten Protokollen de-
terministische Protokolle und können zeigen, dass der durchschnittliche Fehler
der deterministischen Protokolle (bzgl. µ′) kleiner als δ +

√
(2l1 ln 2)/m ist. Da-

mit existiert ein deterministisches Protokoll mit Fehler (bzgl. µ) kleiner als
δ +

√
(2l1 ln 2)/m.

Das Hilfslemma ist also für die Reduzierung der Runden verantwortlich, während das
REL das Minimax-Prinzip vollständig ausnutzt, um mit Hilfe dieses Tricks der Runden-
Elimination von einem Protokoll für GT (m),A

n auf ein Protokoll für GTn zu kommen.
Beginnen wir mit dem detaillierten Beweis für das Hilfslemma.

Lemma 3.3.3 (Verteilungsbezogene Runden-Elimination). Sei µ eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf {0,1}n × {0,1}n und P ein randomisiertes [k, l1, . . . , lk] private-coin
Protokoll für GTn. Sei X die Zufallsvariable, die die Eingabe x ∈ {0,1}n von Alice be-
zeichnet, und M die Zufallsvariable der ersten Nachricht von Alice in P . Dann existiert
ein deterministisches [k−1, l2, . . . , lk]B Protokoll P ′ für GTn mit Fehlerwahrscheinlichkeit
εµP ′ ≤ εP + (1/2)

√
(2 ln 2)I(X ∶M), wobei I(X ∶M) die wechselseitige Information von X

und M bezeichnet, wenn die Eingabe für P bzgl. µ gezogen wird.

Beweis. Zuerst definieren wir uns einige Verteilungen, die wir benötigen. Mit µ(x) bezeich-
nen wir die Wahrscheinlichkeit, dass X = x ist, d.h. µ(x) = ∑

y
µ(x, y). Mit Πx bezeichnen

wir die bedingte Verteilung der ersten Nachricht von Alice, wenn Alices Eingabe x ist, und
mit Π die Verteilung der durchschnittlichen ersten Nachricht von Alice, d.h. Π = ∑

x
µ(x)Πx.

Bzgl. der privaten Zufallsbits von Alice (= alle Zufallsbits von Alice; nicht nur die, die für
die erste Nachricht relevant sind) definieren wir

pxmr ∶= Pr [Zufallsbits = r in P ∣X = x,M =m]

als die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass Alices Zufallsbits gleich r sind, wenn Alices
Eingabe x und ihre erste Nachricht m ist. Wenn diese Konstellation von Eingabe x und
erste Nachricht m nicht möglich ist, setzen wir pxmr = 0 für alle r.
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Nun konstruieren wir ein Protokoll Q für GTn mit Eingabe (x, y), bei dem die erste
Nachricht von Alice unabhängig von ihrer Eingabe x ist:

1. Alice wählt ihre erste Nachricht m mit Wahrscheinlichkeit Π(m) und setzt ihre
privaten Zufallsbits auf r mit Wahrscheinlichkeit pxmr .

2. Alice und Bob verfahren wie in Protokoll P fort.

Falls Alice im ersten Schritt eine Nachricht gewählt hat, zu der sie keine passenden Zu-
fallsbits wählen kann (d.h. alle pxmr = 0), sagen wir, dass das Protokoll einen Fehler macht.
Betrachten wir nun zuerst die Situation in P bei Eingabe (x, y). Die Wahrscheinlichkeit,
dass Alice die Zufallsbits r wählt, ist gleich ∑

m
Πx(m)pxmr . In Q ist diese Wahrscheinlich-

keit dahingegen ∑
m

Π(m)pxmr . Die Totalvariationsdistanz dieser beiden Verteilungen (bei
Eingabe (x, y)) ist somit

∑
r

∣∑
m

pxmr (Πx(m) −Π(m))∣ ≤ ∑
r
∑
m

pxmr ∣Πx(m) −Π(m)∣

= ∑
m

(∣Πx(m) −Π(m)∣∑
r

pxmr )

= ∑
m

∣Πx(m) −Π(m)∣ =∥ Πx −Π ∥1 .

Wenn wir einen parallelen Durchlauf von Q und P durchführen und die Zufallsbits von
Alice identisch sind, dann ist auch die erste Nachricht identisch und da Q danach völlig
analog wie P vorgeht, ist auch die Fehlerwahrscheinlichkeit identisch. Nun können wir die
Fehlerwahrscheinlichkeit von Q auf einer Eingabe (x, y) abschätzen.

εQ(x, y) = ∑
r,m

Π(m)pxmr ⋅Pr [Fehler in Q auf (x, y) ∣ r,m]

= ∑
r,m

(Π(m)pxmr −Πx(m)pxmr +Πx(m)pxmr )

⋅ Pr [Fehler in Q auf (x, y) ∣ r,m]

= ∑
r,m

Πx(m)pxmr ⋅Pr [Fehler in Q auf (x, y) ∣ r,m]

+∑
r,m

(Π(m)pxmr −Πx(m)pxmr ) ⋅Pr [Fehler in Q auf (x, y) ∣ r,m]

≤ εP (x, y) + ∑
r,m

(Π(m)pxmr −Πx(m)pxmr )

Beob. 3.2.17
≤ εP (x, y) + (1/2)∑

r

∣∑
m

pxmr (Πx(m) −Π(m))∣

≤ εP (x, y) + (1/2) ∥ Πx −Π ∥1
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Das bedeutet, der durchschnittliche Fehler von Q ist

εµQ = ∑
x,y

µ(x, y)εQ(x, y)

≤ ∑
x,y

µ(x, y)εP (x, y) +∑
x,y

µ(x, y)(1/2) ∥ Πx −Π ∥1

= εP + (1/2)∑
x

µ(x) ∥ Πx −Π ∥1

Theorem 3.2.19
≤ εP + (1/2)

√
(2 ln 2)I(X ∶M)

Wenn wir Q als randomisiertes Protokoll mit öffentlichem Zufall betrachten, kann Bob
sich die erste Nachricht von Alice aus den Zufallsbits von Alice selber konstruieren, da
die Nachricht unabhängig von der Eingabe von Alice ist. Das liefert uns ein randomi-
siertes [k − 1, l2, . . . , lk] public coin Protokoll Q′ mit εµQ′ = εµQ. Analog zum Beweis der
max{Dµ,ε(f) ∣ µ Verteilung auf X × Y } ≤ Rpubε (f) Aussage des Minimax-Prinzips (Theo-
rem 3.2.3) gibt es dann eine Belegung der Zufallsbits, so dass das daraus resultierende
deterministische [k − 1, l2, . . . , lk] Protokoll einen Fehler (nur noch bzgl. µ) von höchstens
εµQ′ ≤ εP + (1/2)

√
(2 ln 2)I(X ∶M) hat. Damit gilt die Behauptung.

Mit dieser Methode zur Runden-Elimination von Protokollen mit einer Eingabevertei-
lung können wir nun das REL beweisen.

Lemma 3.3.4 (Round Elimination Lemma). Angenommen, die Funktion GT (m),A
n hat ein

randomisiertes [k, l1, ..., lk]A public coin Protokoll mit Fehler kleiner als δ. Dann existiert
ein randomisiertes [k − 1, l2, ..., lk]B public coin Protokoll für GTn mit Fehler kleiner als
δ + (1/2)

√
(2l1 ln 2)/m.

Beweis. Sei P das randomisierte [k, l1, ..., lk]A public coin Protokoll mit Fehler εP kleiner
als δ fürGT (m),A

n . Wir konstruieren für jede Eingabeverteilung µ auf {0,1}n×{0,1}n ein de-
terministisches [k − 1, l2, ..., lk]B Protokoll für GTn mit Fehler kleiner als
δ + (1/2)

√
(2l1 ln 2)/m. Mit dem Minimax-Prinzip (Theorem 3.2.3) folgt dann auch die

Existenz des gewünschten randomisierten [k−1, l2, ..., lk]B public coin Protokolls für GTn.
Zuerst konstruieren wir uns folgendermaßen eine Eingabeverteilung µ′ für GT (m),A

n :

• Wähle i ∈ {1, . . . ,m} zufällig gleichverteilt.

• Wähle Paare (xj , yj) für j = 1, . . . ,m nach der Verteilung µ. Setze y = yi.
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• x1, . . . , xm ist die Eingabe für Alice und i, y die Eingabe für Bob.

Nach dem Minimax-Prinzip folgt aus P die Existenz eines deterministischen [k, l1, ..., lk]A

Protokolls P ′ mit Fehler εµ
′
P ′ = εP .

Sei X =X1 . . .Xm die Zufallsvariable für die Eingabe von Alice, wobei Xi die Zufallsva-
riable für die Eingabe xi bezeichnet, M die Zufallsvariable der ersten Nachricht von Alice
in P ′ und Y, I die Zufallsvariablen für die Eingabe von Bob, wenn die Eingaben nach µ′

gezogen werden. Wir definieren folgende bedingte Verteilungen

µ′i;x1,...,xi−1 = Verteilung µ′ unter den Bedingungen I = i und X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1,

µ′i,y;x1,...,xi
= Verteilung µ′ unter den Bedingungen I = i, Y = y und X1 = x1, . . . ,Xi = xi.

Nun nutzen wir die informationstheoretischen Grundlagen aus, um die erwartete wech-
selseitige Information von Xi und M für Bob nach oben abzuschätzen. Bob kennt nach
Definition des Kommunikationsproblems GT (m),A

n die Eingaben x1, . . . , xi−1. Das bedeu-
tet, die erwartete Information (bzgl. µ′), die er über xi durch die erste Nachricht erhält,
ist Ei,X[I(Xi ∶ M ∣ X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1] (der Index des Erwartungswerts gibt die
Variable(n) an, über die der Durchschnitt gebildet wird). Nach Lemma 3.2.15 (3) gilt

I(Xi ∶M ∣X1, . . . ,Xi−1) = I(Xi ∶M,X1, . . . ,Xi−1) − I(Xi ∶X1, . . . ,Xi−1).

Da die Zufallsvariablen X1, . . . ,Xm unabhängig sind, gilt I(Xi ∶ X1, . . . ,Xi−1) = 0 und
somit

Ei,X[I(Xi ∶M ∣X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1] = Ei[I(Xi ∶M,X1, . . . ,Xi−1)].

Wegen der Unabhängigkeit von X1, . . . ,Xn gilt nach Lemma 3.2.15 (2) weiter

I(Xi ∶M,X1, . . . ,Xi−1) = I(X1, . . . ,Xi ∶M) − I(X1, . . . ,Xi−1 ∶M)

und damit

Ei[I(Xi ∶M,X1, . . . ,Xi−1)] = 1
m
∑
i

I(X1, . . . ,Xi ∶M) − I(X1, . . . ,Xi−1 ∶M)

= I(X ∶M)
m

≤ l1
m
, (3.1)
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wobei die letzte Ungleichung aus Theorem 3.2.11 folgt. Nach dem Satz der totalen Wahr-
scheinlichkeit gilt natürlich

Ei,X[ε
µ′i;x1,...,xi−1
P ′ ] = εµ

′
P ′ = εP < δ. (3.2)

Für alle i ∈ {1, . . . ,m} und x1, . . . , xi−1 ∈ {0,1}n konstruieren wir nun ein randomisiertes
[k, l1, . . . , lk]A private coin Protokoll P ′

i;x1,...,xi−1
für GTn:

• Eingabe: (x, y) ∈ {0,1}n × {0,1}n

• Alice setzt X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1,Xi = x und wählt xi+1, . . . , xm zufällig nach der
durch µ induzierten Verteilung für die Eingaben von Alice.

• Bob setzt I = i und Y = y.

• Nun lassen sie das Protokoll P ′ auf ihren Eingaben laufen.

Für eine feste Eingabe (x, y) ist der Fehler von P ′
i;x1,...,xi−1

gleich dem durchschnittlichem
Fehler von P ′ unter der Verteilung µ′i,y;x1,...,xi

. Damit gilt insgesamt

εµ
P ′i;x1,...,xi−1

= ε
µ′i;x1,...,xi−1
P ′ . (3.3)

Mit M ′ bezeichnen wir die Zufallsvariable der ersten Nachricht von Alice und X ′ die
Eingabe von Alice in P ′

i;x1,...,xi−1
. Die Information, die Bob von der ersten Nachricht in P ′

über die Eingabe Xi erfährt, wenn er weiß, dass X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1 ist, ist die gleiche
Information, die Bob von der ersten Nachricht in P ′

i;x1,...,xi−1
über die Eingabe von Alice

erhält. D.h., es gilt

I(Xi ∶M ∣X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1) = I(X ′ ∶M ′),

wobei die linke Seite die wechselseitige Information in P ′ bzgl. der Verteilung µ′ und die
rechte Seite die wechselseitige Information in P ′

i;x1,...,xi−1
bzgl. der Verteilung µ ist. Mit

dem Hilfslemma 3.3.3 erhalten wir aus dem Protokoll P ′
i;x1,...,xi−1

ein deterministisches
[k − 1, l2, . . . , lk] Protokoll Qi;x1,...,xi−1 für GTn mit

εµQi;x1,...,xi−1
≤ εµ

P ′i;x1,...,xi−1
+ 1

2
√

(2 ln 2)I(X ′ ∶M ′)

(3.3)= ε
µ′i;x1,...,xi−1
P ′ + 1

2
√

(2 ln 2)I(Xi ∶M ∣X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1).
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Damit haben wir (die Erwartungswerte sind bzgl. der Verteilung µ′)

Ei,X[εµQi;x1,...,xi−1
] ≤ Ei,X[ε

µ′i;x1,...,xi−1
P ′ ]

+ Ei,X[1
2
√

(2 ln 2)I(Xi ∶M ∣X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1)]
Theorem 3.2.6

≤ Ei,X[ε
µ′i;x1,...,xi−1
P ′ ]

+ 1
2

√
(2 ln 2)Ei,X[I(Xi ∶M ∣X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1)]

(3.2)
< δ + 1

2

√
(2 ln 2)Ei,X[I(Xi ∶M ∣X1 = x1, . . . ,Xi−1 = xi−1)]

(3.1)
≤ δ + 1

2

√
(2 ln 2) l1

m
.

D.h., es existieren Werte für i, x1, . . . , xi−1 mit εµQi;x1,...,xi−1
< δ+ 1

2

√
(2 ln 2) l1m . Dies ist unser

gewünschtes deterministisches [k − 1, l2, . . . , lk] Protokoll für GTn und Eingabeverteilung
µ.

3.4 Untere Schranke für die randomisierte
Kommunikationskomplexität von GT

Das REL liefert nicht direkt eine untere Schranke für die Kommunikationskomplexität
von einer Funktion. Die Idee ist es, eine Reduktion von GT (m),A auf GT anzugeben, um
iterativ die Reduktion und das REL anzuwenden, bis wir unter bestimmten Annahmen
ein 0-Runden Protokoll mit Fehlerwahrscheinlichkeit kleiner als 1/2 für ein nicht triviales
Problem haben. Dies ist ein Widerspruch (siehe 2.2.1), d.h., unsere Annahmen sind nicht
korrekt und erreichen so eine untere Schranke (wenn die Annahmen einen Schluss bzgl. der
Kommunikationskomplexität zulassen). Diese Methode wenden wir nun auf GT an und
zeigen damit eine lineare untere Schranke für die randomisierte Kommunikationskomple-
xität mit öffentlichem Zufall (siehe [SV08]).

Theorem 3.4.1. Die Komplexität eines randomisierten k-Runden Protokolls mit be-
schränktem Fehler ε < 1/2 für GTn ist nach unten beschränkt durch Ω(n1/kk−2).

Beweis. Reduktion von GT (t),A
n/t auf GTn (siehe [MNSW98]):

• Eingabe: x1, . . . , xt ∈ {0,1}n/t, i ∈ {1, . . . , t} und y ∈ {0,1}n/t

45



3 Randomisierte Ein-Runden-Kommunikationskomplexität von GT

• Alice konkateniert ihre Eingabe zu x̂ = x1x2⋯xt ∈ {0,1}n.

• Bob erzeugt ŷ = x1x2⋯xi−1y1n−in/t (Erinnerung: Bob kennt x1, . . . , xi−1 nach Defini-
tion von GT (t),A

n/t ).

Nach Konstruktion stimmen also die ersten (i−1)n/t Bits von x̂ und ŷ überein. Die n−in/t
niedrigstwertigen Bits von ŷ sind mindestens so groß wie die in x̂. Damit gilt x̂ > ŷ genau
dann, wenn x > y.
Angenommen, wir haben ein randomisiertes public coin Protokoll für GTn mit be-

schränktem zweiseitigen Fehler und Komplexität c. Wir können dies als randomisiertes
[k, c, . . . , c] public coin Protokoll für GTn und Fehler kleiner als 1/3 betrachten (proba-
bility amplification benötigt eventuell konstanten Zusatzfaktor für die Komplexität). Wir
definieren t ∶= (2 ln 2)(9k2)c. Angenommen es gilt n ≥ tk. Mit der Reduktion erhalten wir
ein [k, c, . . . , c] Protokoll für GT (t),A

n/t mit Fehler kleiner als 1/3. Wenden wir das REL auf
dieses Protokoll an, erhalten wir ein randomisiertes [k − 1, c, . . . , c]B Protokoll für GTn/t
mit Fehler kleiner als 1/3 + (1/2)

√
(2 ln 2)c/t. Daraus konstruieren wir mit der Redukti-

on wieder ein GT (t),B
n/t2 Protokoll und wenden erneut das REL an, um ein [k − 2, c, . . . , c]

Protokoll für GTn/t2 zu erhalten, usw. Wenn wir Reduktion und REL abwechselnd j-mal
anwenden, erhalten wir ein [k − j, c, . . . , c]Z Protokoll für GTn/tj mit Fehler kleiner als

(1/3) +
j

∑
i=1

(1/2)
√

(2 ln 2)c/t = (1/3) +
j

∑
i=1

(1/2)
√

1
9k2 = (1/3) +

j

∑
i=1

1
6k

und Z = A, falls jmod 2 = 1, und Z = B sonst. Das bedeutet, wenn wir dies k-mal
anwenden, erhalten wir ein 0-Runden Protokoll für GTn/tk mit n/tk ≥ 1 und Fehlerwahr-
scheinlichkeit kleiner als

(1/3) +
k

∑
i=1

1
6k

= 1/2.

D.h., wir haben ein 0-Runden Protokoll für ein nicht triviales Problem und Fehler kleiner
als 1/2. Dies ist ein Widerspruch (siehe Beobachtung 2.2.1). Also gilt n < tk und damit

(2 ln 2)(9k2)c = t > k
√
n⇒ c = Ω(n1/kk−2).

Da eine untere Schranke für die randomisierte Kommunikationskomplexität für public
coin Protokolle auch eine untere Schranke für private coin Protokolle ist, liefert uns dieses
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3 Randomisierte Ein-Runden-Kommunikationskomplexität von GT

Theorem eine lineare untere Schranke für alle randomisierten Protokolle mit zweiseitigem
Fehler und konstant vielen Runden. Insbesondere ist die Ein-Runden-Komplexität von
GTn linear, so dass wir dieses Resultat zum Beweis von exponentiellen unteren Schranken
für die Größe randomisierter OBDDs verwenden können.
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4 Untere Schranken für die Größe von
randomisierten OBDDs für die
Multiplikation

In diesem Kapitel untersuchen wir die Größe von randomisierten OBDDs, die einzelne
Ergebnisbits von der Multiplikation zweier Binärzahlen berechnen. Wenn wir zwei Bin-
ärzahlen x und y der Länge n miteinander multiplizieren, erhalten wir als Ergebnis eine
Binärzahl z der Länge höchstens 2n. Wir werden zeigen, dass zwei Ergebnisbits besondere
Bedeutungen haben: Einmal das sogenannte mittlere Bit der Multiplikation, d. h. das Bit
zn−1 mit der Wertigkeit 2n−1, und das höchstwertige Bit der Multiplikation, d. h. das Bit
z2n−1 mit der Wertigkeit 22n−1. Im ersten Abschnitt definieren wir einige Notationen, die
wir im Laufe dieses Kapitels benötigen. Da wir uns mit dem Berechnen und der Manipula-
tion von Bitstrings beschäftigen, hilft uns das, die Lesbarkeit der Beweise zu erhöhen. Im
zweiten Abschnitt werden wir zeigen, dass wir mit Hilfe von einer Read-Once-Projektion
eine untere Schranke für die Größe von randomisierten OBDDs für die Berechnung des
höchstwertigen Bits auf die Größe von randomisierten OBDDs für die Berechnung der
restlichen Bits übertragen können. Dahingegen ist eine obere Schranke für die Größe von
randomisierten OBDDs für die Berechnung des mittleren Bits auch eine obere Schranke
für die Größe von randomisierten OBDDs für alle anderen Ergebnisbits. Im dritten Ab-
schnitt zeigen wir eine untere Schranke für die Größe von randomisierten OBDDs für das
höchstwertige Bit der Multiplikation, indem wir ein Resultat für die Größe von deter-
ministischen OBDDs von B.Bollig aus [Bol10] modifizieren, um eine Rechteckreduktion
von GT auf die Berechnung des höchstwertigen Bits zu konstruieren. Somit erhalten wir
aus den Ergebnissen aus Kapitel 3 eine exponentiell große untere Schranke für die Größe
randomisierter OBDDs für das höchstwertige Bit der Multiplikation. Im letzten Abschnitt
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folgern wir aus den Vorüberlegungen aus dem ersten Abschnitt und der unteren Schranke
für das höchstwertige Bit auch eine exponentiell große untere Schranke für die Größe von
randomisierten OBDDs für das mittlere Bit der Multiplikation.

4.1 Notation

Wir legen uns auf folgende Notationen fest:

• Sei x, y ∈ {0,1}n. Ein Teilstring von x bezeichnen wir mit xij ∶= xi⋯xj
für 0 ≤ j ≤ i ≤ n − 1 und die Konkatenation der Bitsstrings x und y bezeichnen
wir mit xy.

• Mit 0j = 0 ⋯ 0
²
j mal

bezeichnen wir den Bitstring, der aus genau j ∈ N Nullen besteht.

Analog definieren wir 1j = 1 ⋯ 1
²
j mal

.

• Sei l ∈ {0, . . . ,2m − 1} und x ∈ {0,1}n. Wir definieren l ∶= (2m − 1) − l und analog
x = (xn−1, . . . , x0).

• Für l ∈ N bezeichnen wir mit [l] ∈ {0,1}⌊log l⌋+1 die Binärdarstellung der Länge
⌊log l⌋ + 1 von l. Umgekehrt bezeichnen wir mit ∣x∣ die ganze Zahl, die der Bitstring

x ∈ {0,1}n darstellt, d.h. ∣x∣ =
n−1
∑
i=0

2i ⋅ xi.

• Sei l ∈ {0, . . . ,2m − 1}. Für m ∈ N gibt es q, r ∈ N0 mit q ≥ 0 und 0 ≤ r < m, so
dass l = q ⋅m + r gilt. Mit l divm ∶= q bezeichnen wir das Ergebnis der ganzzahligen
Division von l und m und mit lmodm ∶= r den Rest der Division. Falls m = 2i mit
1 ≤ i ≤ ⌊log l⌋ ist, können die Zahlen q und r sehr leicht aus der Binärdarstellung von
l bestimmt werden. Es gilt

l div 2i = ∣[l]⌊log l⌋
i ∣ und lmod 2i = ∣[l]i−1

0 ∣ .

4.2 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir uns die Größe randomisierter OBDDs für die Multiplika-
tion anschauen. Genauer gesagt betrachten wir randomisierte OBDDs für die Funktion
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xn−1 ⋯ x0 ⋅ yn−1 ⋯ y0 =
+y0

y1

yn−2

yn−1

+

+
=

⋅
⋅

⋅
⋅

x0x1⋯xn−2xn−1

0x0⋯xn−3xn−2xn−1

0⋯0x0x1⋯xn−1

0⋯00x0⋯xn−2xn−1
z0⋯⋯zn−2zn−1⋯z2n−3z2n−2z2n−1

Abbildung 4.1: Schriftliche Multiplikation zweier Bitstrings x, y ∈ {0,1}n

MULi,n ∶ {0,1}n × {0,1}n → {0,1} mit MULi,n(x, y) = zi und i = 0, . . . ,2n − 1, wo-
bei z2n−1 . . . z0 = x ⋅ y ist, d.h., MULi,n berechnet das i + 1-te Bit des Produkts von x

und y. Hierbei steht z0 für das niedrigstwertige Bit und z2n−1 für das höchstwertige Bit
des Produkts x ⋅ y. Analog zur Berechnung des Produkts zweier natürlicher Zahlen kann
die Berechnung von MULi,n(x, y) anschaulich mit Hilfe der schriftlichen Multiplikation
durchgeführt werden (siehe Abb. 4.1).
Wir machen uns die Beobachtung 2.3.6 zu Nutze, um die Komplexität der Funktionen

MULi,n mit Hilfe von Read-Once-Projektionen untereinander zu vergleichen. Es ist offen-
sichtlich, dass nicht jede Position gleich schwierig oder gleich einfach ist. In dem ersten
Lemma in diesem Kapitel halten wir folgende Besonderheit des mittleren (i = n − 1) und
des höchstwertigen (i = 2n − 1) Bits der Multiplikation fest:
Falls es ein OBDD der Größe s(n) für die Funktion MULn−1,n gibt, dann können alle

Funktionen MULi,n mit i = 0, . . . ,2n − 1 mit einem OBDD der Größe s(2n) berechnet
werden. D.h., das mittlere Bit ist in diesem Sinne am schwierigsten zu berechnen, denn
wir können eine untere Schranke für die OBDD Größe von MULi,n mit 0 ≤ i ≤ 2n − 1 auf
MULn−1,n übertragen. Im Gegensatz dazu können wir zeigen, wenn kein OBDD der Größe
s(n) für das höchstwertige Bit der Multiplikation existiert, dann existiert auch kein OBDD
der Größe s(n/2) für die Funktionen MULi,n mit n − 1 ≤ i < 2n − 1 bzw. der Größe s(i/2)
für MULi,n mit 0 < i < n − 1. Also ist das höchstwertige Bit sozusagen am einfachsten zu
berechnen. Im Fall i = 0 kann der Funktionswert von den jeweiligen niedrigstwertigen Bits
von x und y abgelesen werden und ist daher uninteressant.
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Lemma 4.2.1. Sei n ∈ N. Dann gilt

(a) MULi,n ≤rop MUL2n−1,2n für 0 ≤ i ≤ 2n − 1
(b) MUL2n−1,n ≤rop MULi,2n für 2n − 1 ≤ i < 4n − 1
(c) MUL2i−1,i ≤rop MUL2i−1,2n für 0 < i ≤ n − 1

MUL2i−1,i ≤rop MUL2i,2n für 0 < i ≤ n − 1

Beweis. (a) Sei (x, y) ∈ {0,1}n × {0,1}n die Eingabe für MULi,n mit 0 ≤ i ≤ 2n − 1. Wir
verändern die Eingabe (x, y) in die Eingabe (x′, y′) fürMUL2n−1,2n und verschieben dabei
die Berechnung des i-ten Bits von x ⋅ y an die Stelle 2n − 1 des Produkts x′ ⋅ y′. Um nun
ein beliebiges Ergebnisbit an der Stelle 0 ≤ i ≤ n − 1 an die Position 2n − 1 zu verschieben,
verwerfen wir die n−(i+1) führenden Bits von x und fügen vor den i übrigen Bits 2n−1−i
Nullen ein. Falls n− 1 < i ≤ 2n− 1 ist, brauchen wir keine Bits zu verwerfen, sondern fügen
vor der x-Eingabe 2n − 1 − i Nullen und nach der x-Eingabe i + 1 − n Nullen ein. Die
y-Eingabe füllen wir mit n führenden Nullen auf. Formal definieren wir

x′ ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xi002n−1−i für 0 ≤ i ≤ n − 1
0i+1−nx02n−1−i für n − 1 < i ≤ 2n − 1

und
y′ ∶= 0ny.

Durch das Einfügen von Nullen vor der x-Eingabe (oder einem Teil der x-Eingabe) ver-
schieben wir die Bits des Produkts x ⋅ y. Eingefügte führende Nullen verändern natürlich
das Ergebnis nicht (siehe Abb. 4.2). Es gilt also x′ ⋅ y′ = x′ ⋅ y. Durch das Einfügen der
2n − 1 − i Nullen in x′ verschieben wir die Berechnung des i-ten Ergebnisbits von x ⋅ y zur
Position 2n − 1 in x′ ⋅ y. Da wir im Fall 0 ≤ i ≤ n − 1 nur irrelevante Bits von x verwer-
fen und sonst alle x-Bits benutzen, ist die Konstruktion insgesamt korrekt und es folgt
MULi,n ≤rop MUL2n−1,2n.
(b) Sei nun (x, y) eine Eingabe für die Funktion MUL2n−1,n und 2n − 1 ≤ i < 4n − 1

beliebig aber fest. Das Einfügen von i − (2n − 1) Nullen vor der x-Eingabe verschiebt das
höchstwertige Bit von x ⋅ y an die Stelle i von x0i−(2n−1) ⋅ y. Für i ≥ 3n−2 würden wir aber
mehr als 2n Bits für die Eingabe fürMULi,2n benötigen. Daher müssen wir in diesem Fall
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0 xn−1 . . . x0 0 ⋅ 0 yn−1 . . . y0 0 =
+0

y0

yn−1
0

+

+
=

⋅
⋅

⋅
⋅

0x0⋯xn−10
00x0⋯xn−10

00⋯0x0⋯xn−10
00⋯00x0⋯xn−10
00z0⋯zn−1⋯z2n−2z2n−100

Abbildung 4.2: Einfügen von Nullen vor x und y (Kreis) und am Ende von x und y (Rechteck) mit
z = x ⋅ y

auch vor der y-Eingabe Nullen einfügen.

x′ ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

03n−1−ix0i−(2n−1) für 2n − 1 ≤ i ≤ 3n − 2
x0n für 3n − 1 ≤ i ≤ 4n − 2

und

y′ ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0ny für 2n − 1 ≤ i ≤ 3n − 2
04n−1−iy0i−(3n−1) für 3n − 1 ≤ i ≤ 4n − 2

.

Insgesamt gilt somit MUL2n−1,n(x, y) =MULi,2n(x′, y′).
(c) Angenommen, es gilt MUL2i−1,2n ≤rop MUL2i,2n für 0 < i ≤ n − 1. Dann reicht es

MUL2i−1,i ≤rop MUL2i−1,2n zu zeigen, denn aus der Transitivität von ≤rop folgt dann auch
MUL2i−1,i ≤rop MUL2i,2n.
Für die Aussage MUL2i−1,i ≤rop MUL2i−1,2n sei (x, y) ∈ {0,1}i eine Eingabe von

MUL2i−1,i mit 0 < i ≤ n − 1, d.h. es gilt 2n > i. Da die zu berechnende Position 2i − 1
bei beiden Funktionen gleich ist, unterscheiden sich MUL2i−1,i und MUL2i−1,2n nur in
der Länge der Eingabe. Wir setzen x′ = 02n−ix und y′ = 02n−iy. Durch das Auffüllen mit
Nullen ist das Produkt x′ ⋅ y′ gleich dem Produkt von x ⋅ y. Somit ist unsere Konstruktion
korrekt und es gilt MUL2i−1,i ≤rop MUL2i−1,2n.
Bleibt noch MUL2i−1,2n ≤rop MUL2i,2n für 0 < i ≤ n − 1 zu zeigen. Dazu sei

u, v ∈ {0,1}2n eine Eingabe für MUL2i−1,2n. Wir setzen u′ = u2n−1 . . . u00 und v′ = v

und verschieben so die Berechnung des Bits an Position 2i − 1 von x ⋅ y an die Position 2i
von u′ ⋅v′. Da für die Berechnung der Positionen 0, . . . ,2n−2 von u ⋅v das höchstwertige Bit
u2n−1 von u nicht benötigt wird (siehe Abb. 4.1), giltMUL2i−1,2n(u, v) =MUL2i,2n(u′, v′)
und damit MUL2i−1,2n ≤rop MUL2i,2n.
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Diese Reduktionen motivieren uns, untere Schranken für die Größe randomisierter
OBDDs für das höchstwertige Bit der Multiplikation anzuschauen. Wir werden im nächs-
ten Kapitel eine exponentielle untere Schranke für die Größe randomisierter OBDDs zei-
gen, die MUL2n−1,n berechnen.

4.3 Eine exponentielle untere Schranke für die Größe
randomisierter OBDDs für das höchstwertige Bit der
Multiplikation

Nun haben wir alle nötigen Werkzeuge zusammen, um eine untere Schranke für das höchst-
wertige Bit zu beweisen. Die Idee ist, die Berechnung des höchstwertigen Bits auf GT bzw.
GT zurückzuführen, indem gewisse Teile der Eingabe konstant gesetzt werden. D.h., wir
wollen für jede Variablenordnung π eine Rechteckreduktion von GTm auf die partitionier-
te Version MULπ,p2n−1,n mit p entsprechend gewählt und m = Θ(n) konstruieren, so dass
aus der Kommunikationskomplexität von GT aus Kapitel 3 die exponentiell große untere
Schranke für MULπ,p2n−1,n folgt. Die Reduktion basiert im wesentlichen auf der Reduktion
aus [Bol10], die für deterministische OBDDs benutzt wurde. Wir werden die Reduktion
so modifizieren, dass wir am Ende eine Rechteckreduktion erhalten.
Wenn es den Beweis nicht wesentlich beeinflusst, werden wir zur besseren Lesbarkeit

Gaußklammern weglassen, auch wenn die Zahl ganzzahlig sein muss.
Im ersten Unterabschnitt betrachten wir die Berechnung des höchstwertigen Bits der

Multiplikation für x-Eingaben von der Form 2n−1 + l ⋅ 2n/3. Es ist klar, dass
MUL2n−1,n(x, y) = 1 ⇔ ∣x∣ ⋅ ∣y∣ ≥ 22n−1. Wir werden zeigen, dass die kleinste Binärzahl
y′ mit ∣x∣ ⋅ ∣y′∣ ≥ 22n−1 folgende Eigenschaften hat (siehe Abb. 4.3 für die Struktur von x
und y′):

• Die (2/3)n höchstwertigen Bits sind im Großen und Ganzen identisch mit den Bits
der Binärdarstellung von 2(2/3)n − 2l. Wenn in der Binärdarstellung von l eine 1 an
einer niedrigwertigen Stelle vorkommt, ist ein großer Teil der Binärdarstellung von
2(2/3)n − 2l identisch mit der Binärdarstellung von l.

• Die n/3 niedrigstwertigen Bits sind im wesentlichen identisch mit der Binärdarstel-
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x = 1
n−1

[l] 0 ⋯ 0
n
3 −1 0

[l]
n−1

[l2 div 2n/3−2]
n
3 −1 0

Abbildung 4.3: Binärdarstellung von der x-Eingabe und eine vereinfachte Darstellung der kleinsten
Binärzahl y′ mit MUL2n−1,n(x, y′) = 1

lung von l2 div 2n/3−2.

Wir können die Binärdarstellung von l in der x-Eingabe ab Position n/3 wiederfinden. Die
Charakterisierung der kleinsten Eingabe für y′ mit MUL2n−1,n(x, y′) = 1 erlaubt es uns,
die Berechnung des höchstwertigen Bits für eine Eingabe (x, y) in zwei Fälle zu unterteilen.

1. Falls ein Teil der (2/3)n höchstwertigen Bits von y echt größer bzw. echt kleiner als
ein Teil der (2/3)n höchstwertigen Bits von x ist, dann istMUL2n−1,n(x, y) = 0 bzw.
MUL2n−1,n(x, y) = 1.

2. Falls die (2/3)n höchswertigen Bits von y identisch mit den Bits von y′ sind, dann
ist MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn die n/3 niedrigstwertigen Bits von y in
gewisser Weise größer oder gleich der Binärdarstellung von l2 div 2n/3−2 ist.

Der erste Fall liefert uns eine Rechteckreduktion von GT auf MUL2n−1,n, wenn wir die
n/3 niedrigstwertigen Bits von y kleiner als die Bits der kleinsten 1-Eingaben setzen (wir
zeigen, dass es reicht die Bits auf 0 zu setzen). Diese Reduktion liefert nur dann eine
exponentielle untere Schranke, wenn die x- und y-Bits getrennt werden können, die für die
„größer als“-Relation verglichen werden müssen. D.h., für jede Variablenordnung müssen
wir eine Partition der Variablen finden, so dass die Variablen der einen Menge vor den
Variablen der anderen Menge getestet werden, und die Bits mit der gleichen Wertigkeit
nicht in derselben Menge sind. Wir werden sehen, dass es nicht für alle Variablenordnungen
möglich ist, solch eine Partition zu finden. Daher brauchen wir auch den zweiten Fall für
unsere Reduktion.
Um den zweiten Fall für eine Rechteckreduktion zu benutzen, müssen die x- und y-Bits

ab der Stelle n/3 komplementär zueinander gesetzt werden können. Um zwei Variablen in
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einer Rechteckreduktion komplementär zueinander zu setzen (wobei beide Variablen nicht
konstant sind), müssen die beiden Variablen in derselben Partitionsmenge liegen. Da es sich
hierbei um die gleichen Paare von Variablen wie im ersten Fall handelt, können wir für jede
Variablenordnung eine Fallunterscheidung machen, ob viele dieser Paare getrennt werden
können (Reduktion 1) oder viele Paare in derselben Partitionsmenge liegen (Reduktion 2).
Im zweiten Fall ist nicht direkt ersichtlich wie die Reduktion von GT auf MUL2n−1,n

konstruiert werden kann. Das Ziel ist es, einen Teil der x-Eingabe in l2 div 2n/3−2 wieder-
zufinden. Dazu betrachten wir l von der Form 2d ⋅ 2m +w mit d und m geeignet gewählt.
Dann gilt

l2 = 22m+2d +w2m+d+1 +w2.

Wir werden zeigen, dass wir w so wählen können, dass in der Binärdarstellung von l2 ab
einer Position j mit j > n/3 − 2 ein Teil der Binärdarstellung von w stehen muss. Dies
erreichen wir, indem wir folgende Aussagen beweisen:

• In der Binärdarstellung von w2m+d+1 +w2 können Überträge nur bis zu der Position
2m+1 erzeugt oder weitergeleitet werden. Wenn die Länge der Binärdarstellung von
w genau m ist, werden die d − 1 höchstwertigen Bits der Binärdarstellung von w ab
der Position 2m + 2 in der Binärdarstellung von w2m+d+1 +w2 stehen müssen.

• Der Term 22m+2d ist zu groß, um einen Übertrag an den relevanten Stellen zu erzeu-
gen.

Wir wählenm so, dass 2m+1 > n/3−2 ist. Damit finden wir den Teil der Bits der Binärdar-
stellung von w auch in l2 div 2n/3−2 wieder. Das bedeutet, wenn wir die niedrigstwertigen
Bits von der y-Eingabe echt größer als die niedrigstwertigen Bits von der Binärdarstellung
von l2 div 2n/3−2 konstant setzen und die höchstwertigen Bits von der y-Eingabe gleich den
höchstwertigen Bits von der Binärdarstellung von l2 div 2n/3−2 setzen, bleiben die Bits der
y-Eingabe noch „frei“, die größer oder gleich dem Teil der Binärdarstellung von w sein
müssen, damit MUL2n−1,n(x, y) = 1 gilt. Mit Hilfe des Parameters d und einem einfachen
Abzählargument können wir zeigen, dass für jede Variablenordnung viele Paare der x-
und y-Bits getrennt werden können, die für diese „größer oder gleich“-Relation benötigt
werden.
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Letztlich zeigen wir im ersten Unterabschnitt, dass eine leicht modifizierte Variante von
GT , bei der kein Spieler ein x- und ein y-Bit der gleichen Wertigkeit kennt, nicht einfacher
ist als GT . Dies erlaubt es uns, bei der Reduktion keine strikte Trennung der relevanten
Bits zu fordern, sondern nur eine Trennung der Bits mit der gleichen Wertigkeit.
Im letzten Unterabschnitt fügen wir die Resultate zu einer Reduktion von GTΩ(n) auf

MUL2n−1,n zusammen und zeigen somit die exponentielle untere Schranke für die Größe
von randomisierten OBDDs, die das höchstwertige Bit der Multiplikation berechnen.

4.3.1 Berechnung des höchstwertigen Bits der Multiplikation für
x-Eingaben von der Form 2n−1

+ l ⋅ 2n/3

Es ist MUL2n−1,n(x, y) = 1 für x, y ∈ {0,1}n genau dann, wenn ∣x∣ ⋅ ∣y∣ ≥ 22n−1 ist. Wir
betrachten nun Eingaben für x von der Form ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 mit 1 ≤ l < 2n/3−1 und
schauen uns für diese Eingaben die Bedingung ∣x∣ ⋅ ∣y∣ ≥ 22n−1 genauer an, um so etwas
über die Eingaben für y aussagen zu können, für die MUL2n−1,n(x, y) = 1 gilt.

∣x∣ ⋅ ∣y∣ ≥ 22n−1 ⇔ ∣y∣ ≥ ⌈ 22n−1

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉

Wenn wir die Division nun für ein paar Schritte ausführen, erhalten wir einen Ausdruck,
der uns später noch nützlich sein wird.

⌈ 22n−1

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ = ⌈2n − l ⋅ 2(4/3)n

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ = ⌈2n − l ⋅ 2n/3+1 + l2 ⋅ 2(2/3)n+1

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉

= 2n − l ⋅ 2n/3+1 + ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉

Damit erhalten wir unsere erste wichtige Beobachtung (siehe [Bol10]).

Beobachtung 4.3.1. Sei n ∈ N, x ∈ {0,1}n mit ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 und 1 ≤ l < 2n/3−1.
Weiter sei y ∈ {0,1}n. Es gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn ∣y∣ mindestens

2n − l ⋅ 2n/3+1 + ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ ist.

Um die Lesbarkeit von späteren Beweisen zu verbessern, machen wir folgende Definition

LB(l) ∶= 2n − l ⋅ 2n/3+1 + ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ .
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x = 1
n−1

0 ⋯ 0 [l]
2
3 n−1

0 ⋯⋯ 0
n
3 −1 0

y ≥ [2(2/3)n − 2l]
n−1

[ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1+l⋅2n/3 ⌉ ]
n
3 −1 0

Abbildung 4.4: Bitstruktur von ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 und von der kleinsten y-Eingabe, so dass
MUL2n−1,n(x, y) = 1 gilt.

Wir können den Bruch 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
nach oben abschätzen, wenn wir unsere Grenzen für

1 ≤ l < 2n/3−1 einsetzen

4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
≤ 4l3

2n−1 + 2n/3
< 4 ⋅ 2n−3

2n−1 + 2n/3
= 2n−1

2n−1 + 2n/3
< 1.

D.h., der Einfluss dieses Bruches auf das y ist gering und wir können ihn später gut
kontrollieren, indem wir das l geeignet wählen. Für l < 2n/3−1 gilt weiter

l2 ⋅ 2−n/3+2 ≤ (2n/3−1 − 1)2 ⋅ 2−n/3+2

= (22/3n−2 − 2n/3 + 1) ⋅ 2−n/3+2

= 2n/3 − 22 + 2−n/3+2 ≤ 2n/3 − 1 für n ≥ 2

und somit
⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ < 2n/3.

Für l > 0 gilt weiter

l2 ⋅ 2−n/3+2 = 4l3

l ⋅ 2n/3
> 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
.

Somit ist ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ ≥ 1. Dies halten wir in folgender Beobachtung fest.

Beobachtung 4.3.2. Sei n ∈ N. Für 1 ≤ l < 2n/3−1 gilt 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
< 1 und

1 ≤ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ < 2n/3.

Wenn wir uns die Beobachtung 4.3.1 noch etwas genauer anschauen, können wir wie
in [Bol10] die Berechnung von MUL2n−1,n(x, y) unterteilen, indem wir die Bitstruktur
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von [LB(l)] ausnutzen. Nach Beobachtung 4.3.2 gilt ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ < 2n/3.

Das bedeutet, in der Binärdarstellung von LB(l) steht an den n/3 niedrigstwertigen Bits

[⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉] und an den (2/3)n höchstwertigen Bits [2(2/3)n − 2l] (siehe

Abb. 4.4). Daher können wir zur Berechnung von MUL2n−1,n die y-Eingabe unterteilen in
y
n/3−1
0 und yn−1

n/3 und diese Teilbitstrings mit [LB(l)]n/3−1
0 bzw. mit [LB(l)]n−1

n/3 vergleichen.
Wie wir im nächsten Lemma zeigen werden, ist die Binärdarstellung von ∣x∣ = 2n−1+ l ⋅2n/3

und 2n − l ⋅ 2n/3+1 sehr ähnlich und wir können daher xn−1
n/3 und yn−1

n/3 vergleichen, um
MUL2n−1,n(x, y) zu berechnen.

Lemma 4.3.3. Sei n ∈ N, x ∈ {0,1}n mit ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 und 1 ≤ l < 2n/3−1. Weiter
sei 0 ≤ j < n/3 − 1 der kleinste Offset mit xn/3+j = 1 und y ∈ {0,1}n mit yn/3+j

n/3 = 0j+1 und
yn/3+j+1 = 1. Dann gelten folgende Aussagen.

(a) xn−2
n/3+j+1 = [2(2/3)n − 2l](2/3)n−1

j+2

(b) Falls yn−1
n/3+j+2 < x

n−2
n/3+j+1 ist, dann gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1.

(c) Falls yn−1
n/3+j+2 > x

n−2
n/3+j+1 ist, dann gilt MUL2n−1,n(x, y) = 0.

(d) Falls yn−1
n/3+j+2 = xn−2

n/3+j+1 ist, dann gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn

∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉.

Beweis. Zur Erinnerung: Für ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 mit 1 ≤ l < 2n/3−1 gilt

MUL2n−1,n(x, y) = 1⇔ ∣y∣ ≥ 2n − l ⋅ 2n/3+1 + ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ = LB(l) (4.1)

und nach Beobachtung 4.3.2 gilt außerdem

⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ < 2n/3.

Damit erhalten wir die Aussage

∣y∣ ≥ 2n − l ⋅ 2n/3+1 + 2n/3 ⇒ ∣y∣ ≥ LB(l). (4.2)

Falls ∣yn−1
n/3 ∣ = 2(2/3)n − 2l ist, d.h., die (2/3)n höchstwertigen Bits von y stimmen mit den

Bits von [LB(l)]n−1
n/3 überein (siehe Abb. 4.4), dann gilt nach (4.1)

MUL2n−1,n(x, y) = 1⇔ ∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ . (4.3)
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x = 1
n−1

0 ⋯ 0 [l]n/3−1
j+1

2
3 n−1

1
n/3+j

0 ⋯ 0 0 ⋯ 0
n
3 −1 0

z = 1 ⋯ 1
2
3 n−1

[l]n/3−1
j+1

n
3

1
j+1

0 ⋯ 0
0

Abbildung 4.5: Bitstruktur von x und z = [2(2/3)n − 2l]

Wir betrachten nun folgende Fallunterscheidung.

• 1. Fall: ∣yn−1
n/3 ∣ > 2(2/3)n − 2l

In diesem Fall ist ∣y∣ ≥ 2n/3 ⋅ (2(2/3)n − 2l + 1) = 2n − l ⋅ 2n/3+1 + 2n/3. Nach (4.2) und
(4.1) gilt dann MUL2n−1,n(x, y) = 1.

• 2. Fall: ∣yn−1
n/3 ∣ < 2(2/3)n − 2l

Hier gilt

∣y∣ < 2n/3 ⋅ (2(2/3)n − 2l) = 2n − l ⋅ 2n/3+1 ≤ 2n − l ⋅ 2n/3+1 + ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ .

Nach (4.1) gilt somit MUL2n−1,n(x, y) = 0.

Um die Aussagen des Lemmas zu beweisen, ist es also wichtig die Aussage (a)

xn−2
n/3+j+1 = [2(2/3)n − 2l](2/3)n−1

j+2

zu zeigen. Dazu schauen wir uns nun die Struktur von x und [2(2/3)n−2l] etwas genauer an.
Sei z die Binärdarstellung der Länge (2/3)n von 2(2/3)n − 2l, d.h. ∣z∣ = 2(2/3)n − 2l. An den
ersten j+1 Stellen von z stehen Nullen und an der Stelle j+1 steht eine Eins. Anschaulich
kann man sich 2(2/3)n − 2l als (2(2/3)n − 1) − 2l + 1 vorstellen, d.h., in dem Bitstring 1(2/3)n

wird an der Stelle j + 1 die Eins zu einer Null (durch (2(2/3)n − 1) − 2l) und durch das
Addieren von Eins werden die ersten j + 1 Einsen zur Null und der Übertrag bleibt an
der Stelle j + 1 stehen. Das bedeutet auch, dass ab der Stelle j + 2 das Komplement von
[l]n/3−1

j+1 steht. Aus ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 folgt dann Aussage (a)

[2(2/3)n − 2l](2/3)n−1
j+2 = z(2/3)n−1

j+2 = xn−2
n/3+j+1 (vgl. Abb. 4.5).
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Nach unseren Voraussetzungen gilt

y
n/3+j
n/3 = 0j+1 und yn/3+j+1 = 1

und somit zj+1
0 = yn/3+j+1

n/3 (vgl. Abb. 4.5). Damit können wir nun yn−1
n/3 und z vergleichen,

indem wir uns yn−1
n/3+j+2 und die entsprechenden Bits von x anschauen. Denn nach Aussage

(a) gilt
yn−1
n/3+j+2 < x

n−2
n/3+j+1 ⇔ xn−2

n/3+j+1 = z
(2/3)n−1
j+2 < yn−1

n/3+j+2

und damit ist ∣yn−1
n/3 ∣ > 2(2/3)n − 2l. Aus den Vorüberlegungen (Fall 1) gilt dann

MUL2n−1,n(x, y) = 1, womit wir Aussage (b) gezeigt haben. Analog zeigen wir Aussage (c),
denn aus yn−1

n/3+j+2 > xn−2
n/3+j+1 folgt, dass ∣yn−1

n/3 ∣ < 2(2/3)n − 2l ist und somit
MUL2n−1,n(x, y) = 0 (Fall 2). Aus der zusätzlichen Voraussetzung

yn−1
n/3+j+2 = x

n−2
n/3+j+1

der Aussage (d) folgt z = yn−1
n/3 (vgl. Abb. 4.5). Also ist ∣yn−1

n/3 ∣ = 2(2/3)n − 2l und damit gilt
nach (4.3)

MUL2n−1,n(x, y) = 1⇔ ∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ .

Mit diesem Lemma können wir einen Spezialfall betrachten, bei dem die Berechnung
von MUL2n−1,n nur von xn−1

n/3 und yn−1
n/3 abhängt.

Korollar 4.3.4. Sei n ∈ N, x, y ∈ {0,1}n mit ∣x∣ = 2n−1 + l ⋅ 2n/3, 1 ≤ l < 2n/3−1 und
0 ≤ j < (n/3) − 1 der kleinste Offset mit xn/3+j = 1. Weiter sei yn/3−1

0 = 0n/3, yn/3+j
n/3 = 0j+1

und yn/3+j+1 = 1. Dann gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn yn−1
n/3+j+2 < x

n−2
n/3+j+1.

Beweis. Nach Lemma 4.3.3 gilt yn−1
n/3+j+2 < x

n−2
n/3+j+1 ⇒MUL2n−1,n(x, y) = 1. D.h., es bleibt

die „⇐“ Richtung zu zeigen.
Angenommen, es giltMUL2n−1,n(x, y) = 1. Nach unseren Voraussetzungen yn/3+j

n/3 = 0j+1

und yn/3+j+1 = 1 gilt wieder yn/3+j+1
n/3 = [2(2/3)n − 2l]j+1

0 . Wir müssen zwei mögliche Fälle
betrachten:

1. Fall: yn−1
n/3+j+2 > [2(2/3)n − 2l](2/3)n−1

j+2
Lemma 4.3.3 (a)

⇔ yn−1
n/3+j+2 < x

n−2
n/3+j+1
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x = 1
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Abbildung 4.6: Entscheidende Bits zur Berechnung von MUL2n−1,n(x, y)

2. Fall: yn−1
n/3+j+2 = [2(2/3)n − 2l](2/3)n−1

j+2 und ∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉

Lemma 4.3.3(a)
⇔ yn−1

n/3+j+2 = x
n−2
n/3+j+1 und ∣yn/3−1

0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉

Angenommen, es würde weder Fall 1 noch Fall 2 eintreten, dann wäre entweder

yn−1
n/3+j+2 > xn−2

n/3+j+1 oder yn−1
n/3+j+2 = xn−2

n/3+j+1 und ∣yn/3−1
0 ∣ < ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉.

Nach Lemma 4.3.3 (c) und (d) würde in beiden Fällen MUL2n−1,n(x, y) = 0 folgen und
damit unserer Annahme MUL2n−1,n(x, y) = 1 widersprechen.
Angenommen es gilt yn−1

n/3+j+2 = xn−2
n/3+j+1. Nach Beobachtung 4.3.2 gilt ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 −

4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ ≥ 1. Nach unseren Voraussetzungen gilt aber yn/3−1

0 = 0n/3. Damit kann der

Fall yn−1
n/3+j+2 = xn−2

n/3+j+1 nicht eintreten, denn nach Lemma 4.3.3 (d) müsste
MUL2n−1,n(x, y) = 0 gelten. Somit kann nur der Fall yn−1

n/3+j+2 < xn−2
n/3+j+1 eintreten. Al-

so gilt
MUL2n−1,n(x, y) = 1⇒ yn−1

n/3+j+2 < x
n−2
n/3+j+1.

Wir kennen die Bitstruktur von x schon etwas genauer. Unter anderem wissen wir,
dass die Bits an den Stellen (2/3)n bis n − 2 konstant auf Null gesetzt sind. Mit den
Voraussetzungen aus dem letzten Korollar gilt

MUL2n−1,n(x, y) = 1⇔ yn−1
n/3+j+2 < x

n−2
n/3+j+1.

Das bedeutet, wenn eine Stelle j′ ∈ {(2/3)n + 1, . . . , n − 1} mit yj′ = 0 existiert, dann
gilt yn−1

n/3+j+2 > x
n−2
n/3+j+1 und damit MUL2n−1,n(x, y) = 0. Diesen einfachen Fall wollen wir

61



4 Untere Schranken für die Größe von randomisierten OBDDs für die Multiplikation

ausschließen, indem wir die Bits an den Stellen (2/3)n+1, . . . , n−1 in y konstant auf Eins
setzen und somit folgende Aussage bekommen:

MUL2n−1,n(x, y) = 1⇔ y
(2/3)n
n/3+j+2 > x

(2/3)n−1
n/3+j+1

Nun haben wir eine Beziehung zwischen den nicht konstant gesetzten Bits in x und einem
Teil der y-Eingabe (siehe Abb. 4.6). Im Hinblick auf unsere Reduktion haben wir nun
aber noch folgendes Problem: Für die Komplexität des Kommunikationsproblems GTn ist
es entscheidend, dass kein Spieler zwei Bits mit der gleichen Wertigkeit als Eingabe zur
Verfügung hat. In der Definition aus Kapitel 3 hat sogar jeder Spieler nur Bits derselben
Eingabe, also ein Spieler alle Bits von der Eingabe a ∈ {0,1}n und der andere Spieler alle
Bits der Eingabe b ∈ {0,1}n. Wir werden später zeigen, dass das Kommunikationspro-
blem, bei dem die Aufteilung der Bits etwas offener ist, so dass kein Spieler die beiden
Bits der gleichen Wertigkeit von a und b bekommt, mindestens so schwierig ist wie das
Kommunikationsproblem mit der strikten Aufteilung. Wenn wir nun unsere Reduktion
mit Hilfe von Korollar 4.3.4 konstruieren wollen, bedeutet das, dass wir für jede Varia-
blenordnung π eine Partition L und R der Variablen finden müssen, so dass alle Variablen
in L bzgl. π vor den Variablen aus R getestet werden, und möglichst viele Paare (xi, yi+1)
für n/3 + j + 1 ≤ i < (2/3)n − 1 „getrennt“ sind. Genauer gesagt, brauchen wir Ω(n) Paare
(xi, yi+1), für die entweder xi ∈ L und yi+1 ∈ R oder xi ∈ R und yi+1 ∈ L gilt. Diese Paare
sind gerade die Bits mit der gleichen Wertigkeit in den Bitstrings yn−1

n/3+j+2 und xn−2
n/3+j+1.

Wir können aber sehr leicht eine Variablenordnung angeben, bei der diese Trennung nicht
möglich ist. Betrachten wir z.B. die Variablenordnung (x0, y0, . . . , xn−1, yn−1). Jede gültige
Partition trennt maximal ein Paar (xi, yi+1). Daher kommen wir in diesem Fall mit Ko-
rollar 4.3.4 nicht weiter. Falls für eine Variablenordnung π aber solch eine Trennung von
Ω(n) Paaren möglich ist, liefert uns das Korollar eine geeignete Reduktion von GTΩ(n) auf
MULπ,p2n−1,n mit p geeignet gewählt.
Das bedeutet, wir brauchen noch eine weitere Reduktionsmöglichkeit für den Fall, dass

viele Paare (xi, yi+1) nicht getrennt werden können. Wenn dies jedoch der Fall ist, kön-
nen wir in einer Rechteckreduktion diese Paare komplementär zueinander belegen. Um in
einer Rechteckreduktion eine Variable komplementär zu einer nicht konstanten Variablen
belegen zu können, müssen beide Variablen in der selben Partition liegen. Dies motiviert
uns, die Aussage aus Lemma 4.3.3 (d) nochmal genauer anzuschauen.
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Falls yn−1
n/3+j+2 = x

n−2
n/3+j+1 ist, dann gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1

genau dann, wenn ∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉.

Das bedeutet, wenn wir in diesem Fall auch eine geeignete Rechteckreduktion auf GT
konstruieren können, können wir für jede Variablenordnung mit Hilfe einer Fallunterschei-
dung bzgl. der Anzahl der „getrennten“ (xi, yi+1) Paare eine Rechteckreduktion von GT
auf MUL2n−1,n angeben.
Wie wir anfangs erwähnt haben, wollen wir zeigen, dass wir bestimmte Bits von yn/3−1

0

so konstant setzen können, dass die „freien“ Bits genau dann größer oder gleich einem Teil
der x-Eingabe sind, wenn MUL2n−1,n(x, y) = 1 ist. Dazu müssen wir uns die Bedingung
∣yn/3−1

0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3
2n−1+l⋅2n/3 ⌉ genauer anschauen.

Wie wir in Beobachtung 4.3.2 festgestellt haben, ist der Einfluss von 4l3
2n−1+l⋅2n/3 auf

den gesamten Term gering. D.h., der ausschlaggebende Term ist l2 ⋅ 2−n/3+2. Wir wollen l
geschickt wählen, um die Struktur von l2 ausnutzen zu können. Wie in [Bol10] wählen wir
dazu l von der Form u ⋅ 2m + w mit w < 2m, u < 2(7/8)m+2 und m = (8/45)n − 24/15. Dies
führt dazu, dass l2 nun gleich

u2 ⋅ 22m + uw ⋅ 2m+1 +w2

ist.
Angenommen, wir setzen u = 2d konstant. Wenn wir uns nun die Bitstruktur von [l2]

bzw. die Summe von den Bitstrings [w2], [uw ⋅ 2m+1] und [u2 ⋅ 22m] näher anschauen,
sehen wir, dass [u2 ⋅ 22m] nur eine Eins an der Stelle 2m + 2d in [l2] erzeugt und nur die
Stellen m+d+1, . . . ,2m+d von möglichen Überträgen durch die Summe [w2]+[uw ⋅2m+1]
betroffen sein können (siehe Abb. 4.7). Wenn wir w so wählen können, dass bei der Summe
von [w2] und [uw ⋅ 2m+1] ab Position 2m + 1 kein Übertrag erzeugt oder von vorherigen
Überträgen weitergeleitet werden kann, dann gilt [l2]2m+d

2m+2 = [w]m−1
m−d+1.

Das nächste Lemma dient als Grundlage, damit wir zeigen können, dass [w]m−1
m−d+1 auch

in [l2 ⋅ 2−n/3+2] wiedergefunden werden kann, und wie wir die niedrigstwertigen Bits von
y setzen müssen, damit dieser Teil größer oder gleich den niedrigstwertigen Bits von
[⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1+l⋅2n/3 ⌉] ist.
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[w2]

2m−1 0

0 ⋯ 0

m 0

0⋯ 0

m+d

[w]

2m+d

0 ⋯ 0

2m−1 0

0 ⋯ 01
2m+2d

[u2 ⋅ 22m] =

[uw ⋅ 2m+1] =

Abbildung 4.7: Zusammensetzung von l2 = u2 ⋅ 22m + uw ⋅ 2m+1 +w2 mit u = 2d

Lemma 4.3.5. Sei n ∈ N, m = (8/45)n − 24/15 und 1 ≤ d < (7/8)m + 2. Weiter sei u = 2d,
W ′ ∶= {w ∈ {0,1}m ∣ wm−d0 = 0m−d1} und W = {∣w∣ ∣ w ∈ W ′}. Für alle w,w′,w′′ ∈ W mit
w′ < w′′ gilt

(a) (u2 ⋅ 22m + uw′ ⋅ 2m+1)div 22m+2 < (u2 ⋅ 22m + uw′′ ⋅ 2m+1)div 22m+2 und
(b) (u2 ⋅ 22m + uw ⋅ 2m+1 +w2)mod 22m+2 < 22m+1.

Beweis. Für die Aussage (a) beobachten wir, dass diem−d+1 niedrigstwertigen Bits für alle
Elemente aus W ′ konstant sind. D.h., das erste Bit, das sich im Produkt
[uw′ ⋅ 2m+1] = [w′ ⋅ 2m+1+d] vom Produkt [w′′ ⋅ 2m+1+d] unterscheiden kann, ist an der
Stelle 2m + 2. Durch uw′ div 22m+2 werden nur die Bits an den Stellen 0, . . . ,2m + 1 abge-
schnitten. Daher folgt aus w′ < w′′ auch die Aussage (a).
Für die Aussage (b) sehen wir zuerst, dass u2 ⋅22m = 22m+2d = 22m+2 ⋅22d−2 ist und somit

(u2 ⋅22m)mod 22m+2 = 0 gilt. D.h., dieser Term spielt mod 22m+2 keine Rolle. Wir haben w
so gewählt, dass in [w], insbesondere an den Stellen m − d und m − d − 1, eine Null steht,
d.h., in [uw ⋅ 2m+1] steht an der Position 2m + 1 und 2m auch jeweils eine Null. Damit
die Addition von [w2] nun einen Übertrag bis zu der Stelle 2m + 1 erzeugen kann, muss
unter anderem an Position 2m in [w2] eine Eins stehen, d.h. w2 ≥ 22m. Dies ist aber ein
Widerspruch zu unserer Wahl w < 2m. Also kann in der Summe [uw ⋅ 2m+1] + [w2] keine
Eins an Position 2m + 1 stehen und somit gilt auch Aussage (b).

Die Idee ist es nun, Bits von yn/3−1
0 konstant zu setzen, so dass ∣y2m−n/3+3

0 ∣ > uw ⋅ 2m+1 +
w2 mod 2n/3+2 und ∣yn/3−1

2m−n/3+3+d∣ = 22d+2m div 22m+d+1 = 2d−1 gilt. Aus dem letzten Lem-
ma folgt dann, dass die 2m − n/3 + 4 niedrigstwertigen Bits von y größer oder gleich
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x = 1
n−1

0 ⋯ 0 [2d]
2
3 n−2 n/3+m−1

0 ⋯ 0
n/3+m−d

1
n/3

0 ⋯⋯ 0
0

[u] [w]

y = 1 ⋯ 1
n−1

x
(2/3)n−1
n/3+1

2
3 n

1
n
3 +1

0 [2d−1]
n
3 −1 2m− n

3 +2+d

1 0 ⋯ 0
2m− n

3 +3 0

Abbildung 4.8: Zusammensetzung von x und y für die Reduktion von GT aufMUL2n−1,n (Bemer-
kung: Es gilt n/3 − 1 +m + (7/8)m + 2 = (2/3)n − 2)

[⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3
2n−1+l⋅2n/3 ⌉]

2m−n/3+3

0
sind und die höchstwertigen Bits von y

n/3−1
0 mit den

Bits von [⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3
2n−1+l⋅2n/3 ⌉] übereinstimmen. Dies liefert uns die Reduktion von

GT auf MUL2n−1,n (siehe Abb. 4.8 für die Struktur von x und y).

Korollar 4.3.6. Seien n ∈ N, m = (8/45)n − 24/15 und 1 ≤ d < (7/8)m + 2. Weiter seien
u = 2d, W ′ ∶= {w ∈ {0,1}m ∣ wm−d0 = 0m−d1}, W = {∣w∣ ∣ w ∈W ′} und w ∈W beliebig. Seien
x = 2n−1 + l ⋅ 2n/3 mit l = u ⋅ 2m +w und y ∈ {0,1}n mit yn/3 = 0, yn/3+1 = 1, yn−1

n/3+2 = x
n−2
n/3+1,

∣y2m−n/3+3
0 ∣ = 22m−n/3+3 und ∣yn/3−1

2m−n/3+3+d∣ = 2d−1. Dann gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau
dann, wenn y2m−n/3+2+d

2m−n/3+4 ≥ [w]m−1
m−d+1 gilt.

Beweis. Mit unseren Voraussetzungen gilt nach Lemma 4.3.3, dass MUL2n−1,n(x, y) = 1

ist genau dann, wenn ∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉. Es gilt

l = u ⋅ 2m +w < (2(7/8)m+2 − 1) ⋅ 2m + 2m = 2(15/8)m+2 = 2n/3−3+2 = 2n/3−1. (4.4)

Nach Beobachtung 4.3.2 folgt damit 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
< 1. Damit haben wir

⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

l2 div 2n/3−2 oder
l2 div 2n/3−2 + 1.

(4.5)

Nach Lemma 4.3.5 (b) wissen wir, dass [l2]2m+1 = 0 ist. Es gilt

2m + 1 = (16/45)n − 33/15 n>9
> (15/45)n − 30/15 = n/3 − 2
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und somit gilt auch [l2 div 2n/3−2]2m−n/3+3 = 0, wenn n groß genug ist (Dies ist kein Pro-
blem, da n schon sehr groß sein muss, damit die Indizes ganze Zahlen sein können). Aus
(4.5) folgt damit

y
2m−n/3+3
0 ≥ [⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉]

2m−n/3+3

0
. (4.6)

Aus [l2 div 2n/3−2]2m−n/3+3 = 0 und (4.5) folgt weiter, dass

[⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉]
n/3−1

2m−n/3+4
= [l2 div 2n/3−2]n/3−1

2m−n/3+4 (4.7)

gilt. Insbesondere haben wir

[⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉]
n/3−1

2m−n/3+3+d
= [l2 div 2n/3−2]n/3−1

2m−n/3+3+d

= [l2](2/3)n+1
2m+d+1 = [u2 ⋅ 2m](2/3)n+1

2m+d+1

= [2d−1] = yn/3−1
2m−n/3+3+d. (4.8)

Angenommen, es gilt y2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 ≥ [w]m−1

m−d+1. Nach (4.7) gilt

[⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉]

2m−n/3+2+d

2m−n/3−1
= [l2 div 2n/3−2]2m−n/3+2+d

2m−n/3−1 = [w]m−1
m−d+1.

Zusammen mit (4.6) und (4.8) erhalten wir

∣yn/3−1
0 ∣ ≥ ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉

und damit gilt dann MUL2n−1,n(x, y) = 1.
Angenommen, wir haben y2m−n/3+2+d

2m−n/3+4 < [w]m−1
m−d+1. Sei w′ ∈W mit [w′]m−1

m−d+1 = y
2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 .

Da [w] und [w′] an den Stellen 0, . . . ,m−d identisch sind, gilt w′ < w. Da 2m+1 > n/3−2
ist, gilt die Aussage aus Lemma 4.3.5 (a) auch für div 2n/3−2, d.h.

(u2 ⋅ 2m + uw′ ⋅ 2m+1)div 2n/3−2 < (u2 ⋅ 2m + uw ⋅ 2m+1)div 2n/3−2.

Daraus folgt, dass yn/3−1
2m−n/3+4 < [l2 div 2n/3−2]n/3−1

2m−n/3+4 und damit auch

∣yn/3−1
0 ∣ < ⌈l2 ⋅ 2−n/3+2 − 4l3

2n−1 + l ⋅ 2n/3
⌉ .
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Somit gilt MUL2n−1,n(x, y) = 0. Insgesamt gilt also

MUL2n−1,n(x, y) = 1⇔ y
2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 ≥ [w]m−1

m−d+1.

Wir können mit Hilfe des Parameters d die [w]-Bits innerhalb von yn/3−1
0 verschieben.

Daher haben wir die Hoffnung, dass wir für jede Variablenordnung ein geeignetes d finden,
so dass viele entsprechende Paare (d.h. Bits der gleichen Wertigkeit in y

2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 und

[w]m−1
m−d+1) getrennt werden können. Das folgende Lemma liefert uns diese Eigenschaft

(siehe [Bol10] und einen ähnlichen Beweis in [Bry91]).

Lemma 4.3.7. Seien n ∈ N, π eine Variablenordnung auf X = {x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1}
und m = (8/45)n−24/15. Definiere w0 ∶= xn/3, . . . ,wm−1 = xn/3+m−1. Für die Variablen S ∶=
{wm/2, . . . ,wm−1, y2m+4−n/3, . . . , y(5/2)m+3−n/3} sei L die Menge der ersten ∣L∣ Variablen
bzgl. π, die m/2 Variablen aus S enthält. Dann existiert ein Parameter 2 ≤ d ≤ m, so
dass es mindestens m/8 Paare (wi, ym+3+i+d−n/3) gibt, für die genau einer der jeweiligen
Variablen in L liegt.

Beweis. Sei k die Anzahl an y-Variablen in der Menge L. D.h., L enthält m/2 − k w-
Variablen und k y-Variablen. Wir definieren die Mengen

Sd ∶= {(wi, ym+3+i+d−n/3) ∣ m/2 ≤ i ≤m − 1 und
(wi, ym+3+i+d−n/3) ∈ (L × (X/L)) ∪ ((X/L) ×L)}

mit 2 ≤ d ≤ m. Jedes mögliche Paar (wi, y2m+4−n/3+j) mit m/2 ≤ i ≤ m − 1 und
0 ≤ j ≤ m/2 − 1 aus {wm/2, . . . ,wm−1} × {y2m+4−n/3, . . . , y(5/2)m+3−n/3} ist darstellbar als
(wi, ym+3+i+d−n/3) mit d =m + 1 + j − i. Außerdem gilt

2 =m + 1 + 0 −m + 1 ≤ d ≤m + 1 +m/2 − 1 −m/2 =m.

D.h., jedes durch L getrennte Paar muss in mindestens einer Sd Menge auftauchen. Es gilt
also

m

∑
d=2

∣Sd∣ ≥ (m/2 − k)2 + k2.

Wir definieren die Funktion f ∶ [0, m2 ] → N mit f(k) ∶= (m/2 − k)2 + k2. Die Ableitung
lautet

f ′(k) = −2(m/2 − k) + 2k = 4k −m.
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Also haben wir eine einzige Nullstelle bei m/4 und wegen f ′′(k) = 4 > 0 liegt also das
Minimum der Funktion bei m/4. D.h., es gilt

m

∑
d=2

∣Sd∣ ≥ (m/2 −m/4)2 + (m/4)2 =m2/8.

Nach dem Schubfachprinzip muss es also ein d geben mit

∣Sd∣ ≥
m2

8(m − 1)
≥m/8.

Wie wir bereits angedeutet haben und es auch in Lemma 4.3.7 zu sehen ist, brauchen
wir eine modifizierte Variante von dem Kommunikationsproblem GT , um unsere untere
Schranke zu beweisen. Wir trennen die Eingabe nicht strikt, so dass Alice die Bits zu der
Eingabe a und Bob die Bits zu der Eingabe b bekommt, sondern lockern diese Verteilung
etwas und erlauben für jede Position 0 ≤ i ≤ n−1, dass entweder Alice ai und Bob bi erhält
oder umgekehrt. D.h., keiner von beiden hat für ein 0 ≤ i ≤ n − 1 beide Bits ai und bi als
Eingabe.

Definition 4.3.8. Sei n ∈ N. GT ′n ∶ {0,1}n × {0,1}n → {0,1} ist das Kommunikationspro-
blem für GTn(a, b) mit der Modifizierung, dass für jedes 0 ≤ i ≤ n−1 weder Alice noch Bob
die Bits ai und bi gemeinsam kennen.

Die Kommunikationskomplexität von GT kann auf GT ′ übertragen werden.

Lemma 4.3.9. Sei n ∈ N. Es gilt GTn ≤rec GT ′n.

Beweis. Vorab definieren wir eine Indexmenge, die die Positionen zu den „richtigen“ Par-
teien in der Eingabe (a′, b′) für GT ′ zuordnet. Sei dazu

I ∶= {i ∈ N ∣ Alice kennt a′i und Bob b′i in GT ′}

die Menge der Indizes, die „richtig“ verteilt sind (d.h. so wie in dem Kommunikationspro-
blem GT ). Sei nun (a, b) eine Eingabe für GTn. Wir konstruieren eine Eingabe (a′, b′) für
GT ′n folgendermaßen:

• Für die Positionen i ∈ I setze a′i = ai bzw. b′i = bi.
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• Für die Positionen i /∈ I setze b′i = 1 − ai bzw. a′i = 1 − bi.

Sei j der Index des ersten höchstwertigen Bits mit aj ≠ bj . Nach unserer Konstruktion gilt
a′i = b′i für i > j (falls es den Index nicht gibt, gilt a = b und a′ = b′). Falls die Position j
„richtig“ verteilt ist, d.h. j ∈ I, gilt a > b genau dann, wenn a′ > b′. Falls die Position j

„falsch“ verteilt ist (d.h. j /∈ I), gilt

GT ′n(a′, b′) = 1⇔ 1 − bj = a′j > b′j = 1 − aj ⇔ aj > bj ⇔ GTn(a, b) = 1.

Und damit gilt GT (a, b) = GT ′(a′, b′).

Analog zu dieser Aussage können wir beweisen, dass diese Reduktion auch für GT und
GT ′ funktioniert.

Korollar 4.3.10. Sei n ∈ N. Es gilt GTn ≤rec GT ′n.

Beweis. Sei (a, b) die Eingabe für GTn. Wir setzen die Eingabe (a′, b′) für GT ′n analog zu
Lemma 4.3.9. Falls a = b ist, gilt auch a′ = b′. Falls a < b ist, sei j der höchstwertige Index
mit aj < bj . Falls die Position richtig verteilt ist, haben wir auch a′j = aj < bj = b′j und sonst
a′j = 1 − bj < 1 − aj = b′j . Analog gilt auch a′ ≤ b′ ⇒ a ≤ b. Also gilt a ≤ b genau dann, wenn
a′ ≤ b′.

Um die Aussagen aus Kapitel 3 zu verwenden, müssen wir noch zeigen, dass die untere
Schranke für die Kommunikationskomplexität von GT auch für GT gilt.

Lemma 4.3.11. Sei n ∈ N. Es gilt GTn ≤rec GTn.

Beweis. Sei a, b ∈ {0,1}n eine Eingabe für GTn. Für c, d ∈ {0,1}n setze c = a und d = b − 1.
Dann gilt

a > b⇔ ∣a∣ > ∣b∣ ⇔ ∣a∣ ≥ ∣b∣ + 1⇔ (2n − 1) − ∣b∣ − 1 ≥ (2n − 1) − ∣a∣ ⇔ c = a ≤ b − 1 = d.

Also folgt GT (a, b) = GT (c, d).

4.3.2 Reduktion von GT auf MUL2n−1,n

Nun müssen wir noch alles richtig zusammensetzen, um unsere Reduktion zu konstruieren.
Die Variablen aus Lemma 4.3.7, die getrennt werden können, haben in unserer Reduktion
eine entscheidende Bedeutung. Daher machen wir folgende Definition.
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Definition 4.3.12. Sei X = {x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1} die Menge von Variablen und
S ∶= {wm/2, . . . ,wm−1, y2m+4−n/3, . . . , y(5/2)m+3−n/3} mit wm/2 ∶= xn/3+m/2, . . . ,wm−1 ∶=
xn/3+m−1. Für eine Variablenordnung π auf X sei L ∶= L(π) die Menge der ersten ∣L∣
Variablen bzgl. π, die genau m/2 Variablen aus S enthält. Wir definieren d ∶= d(π) als den
Distanzparameter aus Lemma 4.3.7 und die Indexmenge I ∶= I(π) mit

i ∈ I⇔ (wi, ym+3+i+d−n/3) ∈ (L × (X/L)) ∪ ((X/L) ×L).

Für i ∈ I bezeichnen wir xn/3+i als freie x-Variable und yn/3+i+1 und ym+3+i+d−n/3 als freie
y-Variablen.

Die Idee der Reduktion ist es, anhand der Paare (xn/3+i, yn/3+i+1) mit i ∈ I eine Fallun-
terscheidung zu machen.

1. Fall: Falls es viele Paare (xn/3+i, yn/3+i+1) gibt, so dass beide Variablen in L oder
beide nicht in L sind, dann können wir diese Variablen komplementär zuein-
ander setzen und so GT ′ auf MUL2n−1,n (Korollar 4.3.6) reduzieren. Lemma
4.3.7 sichert uns, dass die entscheidenden Variablen gut verteilt sind.

2. Fall: Sonst gibt es viele Paare dessen Variablen getrennt sind und somit haben wir
mit Korollar 4.3.4 eine Reduktion von GT ′ auf MUL2n−1,n. Hier liefert uns
schon die Voraussetzung die gute Verteilung der Variablen.

Im Folgenden seien w ∶= wm−1
0 ∶= xn/3+m−1

n/3 und u ∶= u(7/8)m+1
0 = xn/3+m+(7/8)m+1

n/3+m (Anmer-
kung: n/3 +m + (7/8)m + 1 = (2/3)n − 2 für m = (8/45)n − 24/15). Nun können wir unsere
Reduktion mit Hilfe der Fallunterscheidung beweisen.

Theorem 4.3.13. Seien n ∈ N, m = (8/45)n − 24/15, π eine Variablenordnung auf X =
{x0, . . . , xn−1, y0, . . . , yn−1} und L die Menge der ersten ∣L∣ Variablen bzgl. π, die m/2
Variablen aus S ∶= {wm/2, . . . ,wm−1, y2m+4−n/3, . . . , y(5/2)m+3−n/3} enthält.

1. Falls es mindestens m/16 Paare (xn/3+i, yn/3+i+1) mit i ∈ I gibt, so dass entweder
beide Variablen in L oder beide nicht in L liegen, dann gilt

GT ′m1 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n mit m1 ≥m/16.
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2. Falls es weniger als m/16 solcher Paare gibt, dann gilt

GT ′m2 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n mit m2 ≥m/16.

Beweis. Angenommen, wir haben mindestens m/16 Paare (xn/3+i, yn/3+i+1) mit i ∈ I, so
dass entweder beide Variablen in L oder beide nicht in L liegen. Wir verkleinern I auf
die Indizes, die zu solch einem Paar gehören. Das bedeutet auch, dass wir die Menge der
freien Variablen entsprechend verkleinern.
Zuerst zeigen wir, dass unser Distanzparameter d durch (7/8)m+1 nach oben beschränkt

ist. Diese Eigenschaft brauchen wir als Voraussetzung, um unsere vorherigen Aussagen an-
wenden zu können. Für d =m kann nur ein Paar (wi, ym+3+i+d−n/3) = (wi, y2m+3+i−n/3) mit
i = m/2, . . . ,m − 1 erzeugt werden, so dass der Index der y-Variablen zwischen
2m + 4 − n/3 und (5/2)m + 3 − n/3 liegt. D.h. für d = m − (j − 1) für 1 ≤ j ≤ m/2 sind
höchstens j Paare möglich. Laut Lemma 4.3.7 haben wir mindestens m/8 Paare, d.h.

d ≤m −m/8 + 1 = (7/8)m + 1.

Eine untere Schranke für den kleinsten Index in I ist m − d + 1, denn der kleinste Index
für die y-Variable ist 2m + 4 − n/3 und es gilt

m + 3 + i + d − n/3 = 2m + 4 − n/3⇔ i =m − d + 1.

Sei m1 = ∣I ∣ ≥m/16 und (a′, b′) eine Eingabe für GT ′m1 . Wir setzen unsere Eingabe (x, y)
für MUL2n−1,n folgendermaßen:

• Wir setzen xn−1 = 1 und yn−1 = 1.
Auswirkung: Beide Eingaben sind groß genug und wir haben nicht die konstante
Nullfunktion.

• Die Variablen w0 = xn/3 und ud = xn/3+m+d werden auf 1 gesetzt. Abgesehen von den
freien x-Variablen werden alle weiteren Bits auf 0 gesetzt. Die freien x-Variablen
werden entsprechend den a′ Bits gesetzt.
Auswirkung: Die x Eingabe hat nun die Form 2n−1 + l ⋅ 2n/3 mit l = ∣u∣ ⋅ 2m + ∣w∣ und
u = 2d. Wie wir gezeigt haben, gilt i ≥m − d + 1 für alle i ∈ I. Daraus folgt, dass auf
jeden Fall wm−d0 = 0m−d1 gilt.
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x = 1
n−1

0 ⋯ 0 u(7/8)m+1 ⋯ u0
2
3 n−2 n/3+m−1

0 ⋯ 0
n/3+m−d
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Abbildung 4.9: Veranschaulichung der Eingabe für MUL2n−1,n für die Reduktion von GT ′ (y(0)

und u = [2d]) bzw. GT ′ (y(1) und u = 0(7/8)m+2). Die grauen Bereiche beinhalten
u.a. die entscheidenden freien Variablen.

• Wir setzen yn/3+1 auf 1 und yn/3 und yn/3+m+d+1 auf 0. Abgesehen von den freien
yn/3+i+1-Variablen werden alle weiteren Variablen aus {yn/3, . . . , yn−1} auf 1 gesetzt.
Die freien yn/3+i+1-Variablen werden entgegengesetzt ihrer korrespondierenden freien
xn/3+i-Variable belegt.
Auswirkung: Es gilt nun yn/3 = 0, yn/3+1 = 1 und yn−1

n/3+2 = x
n−2
n/3+1.

• Die Variablen y2m−n/3+3 und y2m−n/3+2+2d werden auf 1 gesetzt. Abgesehen von den
freien ym+3+i+d−n/3-Variablen werden die weiteren Bits aus {y0, . . . , yn/3−1} auf 0 ge-
setzt. Die freien ym+3+i+d−n/3-Variablen werden entsprechend den b′-Bits gesetzt.
Auswirkung: Es gilt nun ∣y2m−n/3+3

0 ∣ = 22m−n/3+3 und ∣yn/3−1
2m−n/3+3+d∣ = 2d−1.

Durch unsere Konstantsetzungen haben wir die Voraussetzungen für Korollar 4.3.6 er-
füllt und damit gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn y

2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 ≥ wm−1

m−d+1 =
x
n/3+m−1
n/3+m−d+1. Abgesehen von den freien Variablen in {y2m−n/3+4, . . . , y2m−n/3+2+d} und

{xn/3+m−d+1, . . . , xn/3+m−1} sind die Bits auf 0 gesetzt. D.h., es sind nur die freien Va-
riablen entscheidend. Sei i ∈ I mit i =m − d + 1 + j und j ≥ 0. Dann ist das entsprechende
Paar zu xn/3+m−d+1+j die Variable ym+1+i+d−n/3+2 = y2m−n/3+4+j . D.h., die Wertigkeit in
y

2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 und xn/3+m−1

n/3+m−d+1 dieser Paare stimmen überein. Da wir die freien x-Variablen
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entsprechend a′ und die freien y-Variablen entsprechend b′ gesetzt haben, gilt also

y
2m−n/3+2+d
2m−n/3+4 ≥ wm−1

m−d+1 = x
n/3+m−1
n/3+m−d+1 ⇔ a′ ≤ b′⇔ GT ′m1(a

′, b′) = 1.

Es bleibt noch zu zeigen, dass dies wirklich eine Rechteckreduktion ist. Dazu nutzen wir
die Voraussetzung aus, dass die Variablenpaare (xn/3+i, yn/3+i+1) in der gleichen Partiti-
onsmenge liegen. Denn wir müssen diese Variablen gegensätzlich belegen und xn/3+i hängt
von der Eingabe a′ ab. Das bedeutet, wenn beide Variablen in der Menge L sind, muss
Alice das entsprechende Bit von a′ als Eingabe von GT ′ bekommen und umgekehrt, wenn
beide Variablen nicht in L sind, muss Bob das Bit von a′ als Eingabe bekommen. Weiter
wissen wir, dass die Paare (xn/3+i, ym+3+i+d−n/3) nach Lemma 4.3.7 getrennt liegen. Dies
entspricht der Aufteilung in GT ′, dass weder Alice noch Bob zwei Bits der gleichen Wer-
tigkeit kennen. Insgesamt haben wir damit eine korrekte Rechteckreduktion von GT ′m1 auf
MUL

π,∣L∣
2n−1,n mit m1 ≥m/16.

Angenommen, wir haben nun weniger als m/16 solcher Paare, das bedeutet, wir haben
mehr als m/16 Paare (xn/3+i, yn/3+i+1), so dass die Variablen weder beide in L noch beide
nicht in L sind. Wir verkleinern die Indexmenge I wieder auf die Indizes dieser Paare
(somit auch wieder die Menge der freien Variablen). Sei wieder m2 = ∣I ∣ ≥ m/16. Für eine
Eingabe (a′, b′) für GT ′m2 setzen wir die Eingabe (x, y) für MUL2n−1,n folgendermaßen:

• Wir setzen xn−1 = 1 und yn−1 = 1.
Auswirkung: Beide Eingaben sind groß genug und wir haben nicht die konstante
Nullfunktion.

• Wir setzen yn/3−1
0 = 0n/3, w0 = xn/3 = 1, yn/3+1 = 1 und yn/3 = 0.

Auswirkung: Wir erfüllen nun die Voraussetzungen von Korollar 4.3.4.

• Abgesehen von den freien x-Variablen werden alle x-Bits auf 0 gesetzt. Die frei-
en x-Variablen werden entsprechend den a′-Bits gesetzt. Abgesehen von den freien
yn/3+i+1-Variablen werden die noch nicht gesetzten y-Bits auf 1 gesetzt und die freien
yn/3+i+1-Variablen entsprechend b′ gesetzt.
Auswirkung: Nach Korollar 4.3.4 gilt MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn
yn−1
n/3+2 < xn−2

n/3+1. Die nicht freien Variablen sind gegensätzlich gesetzt worden. D.h.,
es sind nur noch die freien Variablen entscheidend.
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Wir haben nun MUL2n−1,n(x, y) = 1 genau dann, wenn b′ = b′ < a′⇔ GT ′m2(a
′, b′) = 1 gilt.

Nach Voraussetzung liegen die Paare (xn/3+i, yn/3+i+1) getrennt und daher ist dies eine
korrekte Rechteckreduktion von GT ′m2 auf MUL

π,∣L∣
2n−1,n mit m2 ≥m/16.

In Kapitel 3 haben wir eine lineare untere Schranke für die Kommunikationskomplexität
für GT bewiesen. Damit können wir nun unser Endresultat festhalten.

Theorem 4.3.14. Die randomisierte OBDD-Größe für die Funktion MUL2n−1,n ist min-
destens 2Ω(n).

Beweis. Für alle Variablenordnungen können wir nach Lemma 4.3.7 einen geeigneten Pa-
rameter d, eine Variablenmenge L und eine Indexmenge I mit ∣I ∣ ≥ m/8 finden, so dass
die Paare (xn/3+i, ym+1+i+d−n/3+2) mit i ∈ I getrennt liegen, d.h. es liegt genau eine der
beiden Variablen in L. Nach dem Schubfachprinzip muss es nun mindestens m/16 Paare
(xn/3+i, yn/3+i+1) mit i ∈ I und m = (8/45)n − 24/15 geben, so dass entweder

1. beide Variablen in L oder beide nicht in L liegen oder

2. in L genau eine der beiden Variablen liegt.

Nach Theorem 4.3.13 können wir für den ersten Fall GT ′m1 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n und für den

zweiten Fall GT ′m2 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n mit m1,m2 ≥m/16 zeigen. Damit haben wir:

1. Fall: GT ′m1 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n

Korollar 4.3.10⇒ GTm1 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n

Lemma 4.3.11⇒ GTm1 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n

2. Fall: GT ′m2 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n

Lemma 4.3.9⇒ GTm2 ≤rec MUL
π,∣L∣
2n−1,n

Wegen m1,m2 ≥ m/16 = Ω(n) und der linearen unteren Schranke der Kommunikations-
komplexität von GT aus Theorem 3.4.1 gilt nach Lemma 2.3.4, dass alle randomisierten
OBDDs für die Funktion MUL2n−1,n mindestens die Größe 2Ω(n) haben.
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4.4 Eine exponentielle untere Schranke für die Größe
randomisierter OBDDs für das mittlere Bit der
Multiplikation

Durch unsere untere Schranke für die Größe randomisierter OBDDs für das höchstwertige
Bit der Multiplikation und unseren Überlegungen am Anfang des Kapitels ist es nun leicht,
auch eine untere Schranke für die Größe randomisierter OBDDs für das mittlere Bit der
Multiplikation zu beweisen.

Theorem 4.4.1. Die randomisierte OBDD-Größe für die Funktion MULn−1,n ist min-
destens 2Ω(n).

Beweis. Es giltMULn−1,n ≤rop MULn,n+1. D. h., es reicht, wenn wir uns den Fall anschau-
en, wenn n gerade ist. Wir setzen n′ = n/2. Nach Lemma 4.2.1 (b) gilt
MUL2n′−1,n′ ≤rop MUL2n′−1,2n′ =MULn−1,n. Somit folgt aus Beobachtung 2.3.6 und Theo-
rem 4.3.14, dass die randomisierte OBDD-Größe für MULn−1,n mindestens 2Ω(n′) = 2Ω(n)

ist.
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5 Ausblick

Wir haben uns in der vorliegenden Arbeit die Berechnung des höchstwertigen Bits der Mul-
tiplikation für randomisierte OBDDs angeschaut. Wir haben gezeigt, dass Randomisierung
bei OBDDs nicht weiterhilft und die randomisierte OBDD-Komplexität exponentiell so-
wohl für das höchstwertige als auch für das mittlere Bit der Multiplikation ist. Wir können
unser Ergebnis leicht auf randomisierte k-OBDDs erweitern: Wir wissen, dass die rando-
misierte k-Runden Kommunikationskomplexität von GTn durch Ω(n1/kk−2) nach unten
beschränkt ist. Damit können wir mit unserer Reduktion und Lemma 2.3.4 zeigen, dass
ein randomisiertes k-OBDD mindestens 2Ω(n1/k) Knoten haben muss, wenn k konstant ist.
Das bedeutet, wenn wir in einem randomisierten OBDD jede Variable mehr als einmal
aber konstant oft abfragen dürfen, haben wir immer noch eine superpolynomielle untere
Schranke.
Die Komplexität des höchstwertigen Bits der Multiplikation für allgemeinere BDD-

Modelle ist weiterhin offen. Eine Erweiterung von OBDDs, bei der es erlaubt ist, mehrere
Variablenordnungen zu benutzen, sind z.B. baumgesteuerte BDDs. Allgemeiner bezeich-
nen wir ein BDD als graphgesteuertes BDD (siehe auch [Weg00]), wenn auf jedem Pfad
jede Variable höchstens einmal getestet wird (auch Free Binary Decision Diagram kurz
FBDD genannt) und das BDD zusätzlich eine Graphordnung beachten muss. Dabei ist
eine Graphordnung ein vollständiges FBDD, d.h. jede Variable kommt auf jedem Pfad
genau einmal vor, und diese Graphordnung gibt bei Eingabe x durch den Pfad in dem
vollständigen FBDD an, in welcher Ordnung das BDD die Variablen testen darf. Für ein
baumgesteuertes BDD muss die Graphordnung ein Baum sein und darf nur polynomielle
Größe haben. Für das mittlere Bit der Multiplikation wurde in [Bol00] bewiesen, dass
die Größe von baumgesteuerten BDDs 2Ω(n/ logn) ist. Für diese untere Schranke wurde
gezeigt, dass für alle Fixierungen von O(logn) Bits der Eingabe die OBDD-Komplexität
exponentiell ist. Damit kann man dann beweisen, dass auch die baumgesteuerte BDD-
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Komplexität exponentiell sein muss. Diese Technik funktioniert bei dem höchstwertigen
Bit nicht direkt. Z.B. wenn die höchstwertigen Bits der Eingaben auf 0 gesetzt werden, ist
auch die Funktion konstant 0. Die höherwertigen Bits haben einen größeren Einfluss auf
das Ergebnis als die niedrigwertigen Bits. D.h., man braucht einen neuen Ansatz, um für
baumgesteuerte BDDs eine untere Schranke für das höchstwertige Bit der Multiplikation
zu zeigen.
Eine weitere Hürde ist es, ein besseres Verständnis für die Berechnung des höchst-

wertigen Bits der Multiplikation zu bekommen. Die Methoden, die hier für randomisier-
te OBDDs und auch für deterministische OBDDs verwendet werden, reichen nicht aus,
um für baumgesteuerte BDDs, FBDDs oder noch allgemeinere BDD-Modelle gute untere
Schranken zu zeigen.
Eine weitere spannende Frage ist, ob es ein BDD-Modell gibt, bei dem die Komplexität

des mittleren Bits exponentiell ist aber die Komplexität des höchstwertigen Bits polyno-
miell. D.h., gibt es ein Modell, in dem die Berechnung des höchstwertigen Bits effizient
möglich ist, während die Berechnung des mittleren Bit weiterhin schwierig bleibt?
Es bieten sich also noch viele offene und spannende Fragen bzgl. der BDD-Komplexität

des höchstwertigen Bits der Multiplikation.
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