technisch . gt Beate Bollig, Marc Gillé, Jens Lechner
ecnniscne universita Lehrstuhl 2, Fakultat fiir Informatik
dortmund Sommersemester 2011

TIfAI Ubung — Blatt 6

Ausgabedatum: 10.5.2011 — Abgabedatum: 16.5.2011, 14:00 Uhr

Aufgabe 6.1: NP-Vollstandigkeit
Kurzaufgabe (1 Punkt):

Nenne die drei prinzipiellen Typen von polynomiellen Reduktionen und jeweils eine Beispielre-
duktion von jedem Typ.

Hauptaufgabe (4 Punkte):

Betrachte folgendes Puzzle-Problem PZ mit folgender Eingabe:

e A ist eine endliche Menge von Beschriftungen und k,l € N sind zwei natiirliche Zahlen.

e Die rechteckige Grundfldche besteht aus k - [ quadratischen und gleichgrofien 1 x 1 Ein-
zelfeldern mit k& Zeilen und [ Spalten. Jeder Randabschnitt einer Zeile bzw. einer Spalte
hat eine Beschriftung a € A.

e Die Menge der Puzzle-Teile besteht aus n > k-1 quadratischen 1 x 1 Puzzle-Teilen. Jedes
Puzzle-Teil hat an jeder Seite eine Beschriftung a € A und kann nicht gedreht werden,
d.h. es muss so in das Puzzle-Feld gesetzt werden, dass die Beschriftung des oberen Rands
wirklich oben liegt.
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Eine Eingabe von PZ wird genau dann akzeptiert, wenn es moglich ist, das Puzzle-Feld komplett
mit Puzzle-Teilen zu besetzen, so dass alle angrenzenden Beschriftungen gleich sind.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass 3-SAT NP-vollsténdig ist.
Zeige, dass auch PZ NP-vollsténdig ist.



Aufgabe 6.2: Approximationen fiir TSP
Kurzaufgabe (1 Punkt):

Ein ungerichteter Multigraph G ist ein ungerichteter Graph, bei dem eine Kante zwischen Kno-
ten v und w mehrfach vorhanden sein kann. Ein Fulerkreis in G ist ein Kreis, der jede Kante
genau einmal enthélt (d.h. er kann Knoten mehrfach besuchen). Sei G ein zusammenhéngender
Multigraph. Zeige, dass G' genau dann einen Eulerkreis hat, wenn alle Knoten in G geraden
Grad haben.

Hauptaufgabe (4 Punkte):

Falls P # NP gilt, wissen wir aus der Vorlesung, dass es keine deterministischen polynomiellen
Algorithmen fiir NP-schwere Probleme gibt. Da diese Probleme in der Praxis trotzdem vorkom-
men, braucht man andere Methoden, um eine zufriedenstellende Losung zu bekommen. Im Falle
von Optimierungsproblemen benutzt man haufig sogenannte Approzimationsalgorithmen. Ein
Approximationsalgorithmus ist ein Algorithmus, der in polynomieller Zeit eine Ndherungslosung
berechnet, dessen Wert ,,nah“ an dem Wert einer optimalen Losung ist. Im folgenden betrachten
wir nur Minimierungsprobleme, das bedeutet, wir suchen eine giiltige Losung mit minimalem
Wert. Die Giite von einem Approximationsalgorithmus A fiir eine Eingabe x ist

va(z)

vopr(z)’

wobei va(x) der Wert der Losung von A bei Eingabe z ist und vopr(z) der optimale Wert
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der Losung bei Eingabe z. Wir nennen A eine c-Approximation, falls
Eingaben x gilt.

Als Eingabe fiir das allgemeine Traveling Salesman Problem (TSP) erhélt man einen vollstdndigen
Graphen G = (V, E') und eine Distanzfunktion d : V' x V' — Ny, die die Distanzen zwischen je
zwel Stadten angibt. Gesucht ist die kiirzeste Rundreise, die alle n Knoten (Stédte) besucht.

Eine Variante des TSP ist das metrische TSP, bei der die Distanzfunktion eine Metrik ist, d.h.
es gilt d(i,7) = d(j,1) fur alle ¢ # j und d(i,j) < d(i, k) + d(k, j) fur alle i, 5,k € V.

1. Zeige, dass es keine c-Approximation fiir das allgemeine TSP mit ¢ < 2" gibt, wenn nicht
P = NP ist.

Hinweis: Betrachte die Reduktion HC <, T'S Pye.
2. Zeige, dass der folgende Algorithmus eine 2-Approximation fiir das metrische TSP ist:

(a) Berechne einen minimalen Spannbaum 7' = (V, E7) auf G.

(b) Erzeuge einen Multigraphen G’ = (V, E') mit £/ = {e,e | e € Er}, d.h. G’ enthélt
alle Kanten von 7" und fiigt noch eine Kopie von jeder Kante aus T ein.

(c) Berechne einen Eulerkreis K auf G.

(d) Berechne eine Rundreise, in dem K durchlaufen wird und ein mehrfaches Vorkommen
von einem Knoten entfernt wird.



Aufgabe 6.3: Satz von Cook
Kurzaufgabe (1 Punkt):

Begriinde ausfiihrlich die Korrektheit des Beweises von dem Satz von Cook (Folie 230). Be-
schreibe also, wie man eine erfiillende Belegung konstruiert, wenn x € L ist, und wie man aus
einer erfiillenden Belegung einen akzeptierenden Rechenweg bekommt.

Hauptaufgabe (4 Punkte):

Die folgende Tabelle beschreibt die Ubergangsfunktion & einer deterministischen (d.h. die Va-
riablen Z(t) (siehe Folie 220) werden nicht benotigt), stereotypen Turingmaschine M mit dem
Eingabealphabet ¥ = {0, 1} und der Zustandsmenge @ = {qo, ¢1, G2, 43, 41, @5, 46, 47} -

J ‘ do q1 a2 a3 44 ds ds dr

0| (q¢,B) (¢1,0) (q2,0) (g¢5,B) (qr,B) (¢50) (g,0) (g7,0)
1| (¢ B) (¢,1) (2,1) (¢7,B) (¢5,B) (¢5,1) (a6 1) (gr,1)
B | (g,B) (¢3B (q,B) (q7,B) (q7,B) (q,B) (q,B) (q7,B)

Der einzige akzeptierende Zustand ist ¢ und der einzige verwerfende Zustand ist g;.

M akzeptiert alle Worter der Form ww® mit w € {0,1}*, d.h. M iiberpriift, ob die Eingabe ein
Palindrom ist. Dazu liest und merkt sich die TM das Zeichen am linken Ende, iiberschreibt es
mit einem B und iiberpriift, ob das Zeichen am rechten Ende der Eingabe mit diesem Zeichen
iibereinstimmt und {iberschreibt auch das Zeichen mit einem B. Danach sucht die TM das
néchste Zeichen ungleich B am linken Ende und setzt die Berechnung rekursiv fort. Falls ir-
gendwann ein falsches Zeichen vorkommt, wechselt die TM in den verwerfenden Zustand. Wenn
alle Zeichen ohne Fehler abgearbeitet sind, wechselt die TM in den akzeptierenden Zustand.

Fiir eine Eingabe der Linge 2 seien die Funktionen #(j) und N(¢) aus dem Beweis des Satzes
von Cook gegeben:
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N(t) = - bedeutet, dass die Speicherstelle, die in Schritt ¢ angeschaut wird, nach Schritt ¢ von
der TM nicht wieder besucht wird.

Gib explizit die Klauselmenge an, die fiir M mit der Eingabe 11 im Satz von Cook
konstruiert wird. Beschriinke dich fiir die Codierung der Ubergangsfunktion (Folien
226f) nur auf die Zustédnde qo, g2 und g4, d.h. gib fiir den Teil nur die Klauseln an,
die die korrekte Rechnung codieren, wenn die TM zum Zeitpunkt ¢ im Zustand qq, go
oder ¢4 ist und ein Zeichen liest.

Testfragen:

1. Wie kann man nichtdetermistische Algorithmen in deterministische Algorithmen umfor-
men?

2. Warum interessieren wir uns fiir die NP-Vollstdndigkeitstheorie?

3. Was sind die wesentlichen Ideen fiir den Beweis vom Satz von Cook?



