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Aufgabe 2.1: Variante des Farkas’ Lemma

Es sei A eine (m x d)-Matrix und b ein Vektor aus dem R™. Wir definieren A" durch A" =
[I A (—A)], wobei I die (m x m)-Einheitsmatrix ist. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

1. Das Ungleichungssystem Az < b hat eine Losung = € R,

2. Das Gleichungssystem A’z’ = b hat eine nicht negative Losung 2’ € R (d.h. 2/ > 0).

Aufgabe 2.2: Fundamentalsatz iiber lineare Ungleichungen

Im Beweis des Fundamentalsatzes iiber lineare Ungleichungen haben wir einen Algorithmus
kennengelernt, mit dem man einen Vektor b entweder als nicht negative Linearkombination
vorgegebener Vektoren ay, ..., a,, darstellen kann oder mit dem man eine Hyperebene H findet,
so dass alle a; auf der einen und b auf der anderen Seite von H liegen. Wende diesen Algorithmus
auf das folgende Beispiel an:

a; = (1,1,1)
as = (2,2,1)
az = (1,—1,1)
ay = (4,—1,1)
as = (4,1,1)
b= (4,2,1)

Aufgabe 2.3: Separationssatz

Seien C, D C R? konvexe und kompakte Mengen mit C' N D = ), d.h. der Schnitt der Mengen
ist leer. Dann nimmt die Distanzfunktion (z,y) — ||z — y||2 auf C' x D ein Minimum an. Wir
wéhlen p € C und ¢ € D so, dass ihre Distanz ||p — ¢||» gerade dem minimalen Wert entspricht.
Sei m der Mittelpunkt der Strecke pg und n := p — ¢ der Vektor von ¢ nach p. Dann wird
die Hyperebene, die zwischen p und ¢ verlauft und senkrecht auf der Strecke pg steht, durch
H:={z e R4 | (2! —m')n = 0} = {x € R? | 2'n = m'} beschrieben. Zeige, dass H die Mengen
C und D nicht schneidet.

Aufgabe 2.4: Affine Hiille

Die affine Hiille einer Menge von Vektoren aq,...,a, € R? ist die kleinste affine Menge, die
alle a; enthélt. Zeige, dass das genau der Menge aller affinen Kombinationen der Vektoren
a1, ...y, also der Menge {x € R | 2 =" Na;, A\ € R, A = 1}, entspricht.



